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RÉCIPROQUES 

DE LA GÉOMÉTRIE, 



SUIVIES 



D'UN RECUEIL DE THÉORÈMES 

ET DE PROBLÈMES; 

Par J.-G. GARNIER, 

Ancien Professeur i l'École Polyteclinique , Docteur de la 
Faculté des Sciences à l'Université Impériale , et Instituteui ' 
à Paris. 

SECONDE ÉDITION. 



L^Aritlimétî^e et la G^mëtric sont 
les deux ailes des Mathématiques. 



PARIS, 

Chez COURCI£R^ Imprim.-Ubraire pour les Mathématiques^' 
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Ouvrages deM, GARNIER, qidsetrowentchezM.CovKCîER, 
imprimeur - Libraire pour les Mathématiques , quai des 
Augustins t n^ 67. 

■ - . • 

Traité d'Arithmétique à Tnsage des Eièvet de coat âge , seconde 
ëdidon y vol. m-8«. 1808. Prix, af. 5qc, 

Elémens d'Algèbre à l'otage des aspirant à TEcole Polytech- 
nique, seconde édition, i vol in-8^, 5f. 

Seconde section de l'Algèbre , deuxième édition , la première 
ayant para format in-4^. i| f. 

Les Réciproques de la Géométrie ^ suivies d'nn recueil de 
Théorèmes et de Problèmes ^ seconde édition, avec la 
planches» 5f. ffoci 

Elémens de Géométrie analytique , oayrage de 3oo pages , 
I vol. ia-80 , avec 9 planches ; ^ f . 

Recherches analytiques consignées dans nu ouvrage sur la courbe 

trisectrice , faisant avec Pouvrage i vol. in-80 ^ avc^ 3 planches , a f. 5o c. 

Notes sur l'Algèbre de Bezout , faisant avec Talgèbre i vol. 
in-80 , 5 f . 

Xfotes sur le premier volume de P Algèbre dEuler ; le se- 
cond volume contient les notes du sénateur La grange ^ laf. 

Ouwrage sur le Compas de proportion ^ suivi d'un Traité de 
la difision dès chaitips,' m- m, 4 ^r< 5oc,t 
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AVERTISSEMENT. 

Ljx première Édition de cet Ouvrage dont je ne 
dois revendiquer qu'ifne faible portion y offrait un 
grand nombre d'incorrections , d'erreurs graves , et 
laissait dans ses deux parties beaucoup à désirer. 
J'aurais fait disparaître ces imperfections , si j'avais 
eu le temps de revoir le manuscrit et de suivre la 
correction des épreuves. 

Cette seconde Édition n a ^ pour ainsi dire , de 
commun avec la précédente ^ que le titre : dans la 
preQiière Partie , j'ai rectifié et ajouté plusieurs dé^ 
monstrations : j'ai de plus considérablement aug- 
menté la seconde Partie . c^est-à-dire le recueil des 
Théorèmes et Problèmes^ en élaguant cependanf 
les solutions analytiques étrangères k cet Ouvrage. 

La solution des Problèmes ne peut laisser la 
moindre doute sur la nécessité des réciproques ; 
nous nous dispenserons donc de justifier cette âectiou 
de l'Ouvrage ^ ce que nous ne pourrions faire sans 
entrer dans une discussion qui , sans intérêt pour les 
Élèves , pourrait être regardée comme une critique 
de Traités sur lesquels nous partageons bien sincè-/ 
rement l'opinion générale. Nous . nous bornerons 
donc à dire que La Chapelle ^ dans ses Institution^ i^e 
GéométriCy vol. premier, page 357^ note , après avoir 
longuement blâmé les Auteurs de Géométrie^ quUçnt^ 
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dit-il, eoctrêmement négligé la démonstration despro^ 
positions inverses j termine par cette observation : 
il est remarquable qu'un grand nombre de Problèmes 
de Géométrie , est fondée sur la vérité des propos i^ 
tions ini^erses. Au moins l'aocueil fait à la première 
l^dition nou» permél^il de penser que ce complëmejlt 
de la Gëométrie n'a f^td été jugé inutâe. 

ï)isons un mot stif la positîoïr (lèsëtidtieés réci- 
proques. Les données dé fénùficé direct doiueni Site 
prises pour inconniies datis V énoncé im^ef^e , et réci-^ 
proquement. &ï donc, dàiis la proposition <£frecte, l^s 
données sont en plus grand nûïtïbre fffiei les lûct^fib- 
nues , dans la propositioil îftvcrse^ lesr incoiiitues 
seront en plus grand nôiribre qtîe lés idôiin^e»; *e*eét 
ce qui arrive, par exemple, ïôrtqut jJltrisieurs figuMs' 
jouissent de la même propriété : aïôrte * dette prôpi'îélé 
^ne caractérisant pas pufot î'unede c^s flgui*ésqtïe 
l'autre , la réciproque n'a pas lieu.' Arn&i telle pro- 
,positian peut n'admettre qu^ùne în^èirsè , telle antre 
en cpmporte plusieurisi ; enfin la*tttêiîte înterse peut 
convenir à plusieurs propositions. 

On peut penser que la première Partie de cçt 
Qtuvrage , pour être utile à la généralité des Élèves , 
ànrait dû porter sur lés Traités de Géométrie entre 
lesquels on se partage aujourd'hui; mais nous obser- 
Irarons que notrje véritable but ayant été d'oflrir le 
diodèle d'un travail a finire par tous ceux qui voudront 
-étudier scrupuleusement la Géométrie , trop négli- 
^étà» nos jours, ^ en faire des applications, nous 



AVERTISSEMENT. ^ ^ 

avons du faire choix du Traité Q^) regardé comme le 
plxis coQQLplet et le plus répandu* ^ ; ; : ' ' 

Quelques professeurs disent qu'il ne faut pas don» 
ner aux Elèves des problèmes résolus. Je réponds , 
i"" que le ch^mp des; <^uesitioi^^ue.peut étr^iîomplète-* 
ment moissonné ; a** qu il feut d'abord a[^rendre a 
mettre en œuvre les nçiatçriai^ acquit , ce qu'on ne 
peut faire qu'en étudiant des Solutions dont la marche 
diffère essentiellement de celle de la.^monstration ; 
5* que le$ Elèves qi^i Y^ivl.çi)lt ?.'e:^ercer ^ "peu^nt 
prepdre un énoncé ilans la .Tahlç des Matières ^ 
et comparer leur solution aVec' celle du texte ; 
4* enfin que c'est moins du nombre que du choix 
des Problèmes que doit jaillir Tinstructioçi,. , , • 

Je n'ai rien négligé pour rendre cel. Ouvrage 
correct fet instructif : inaîs aussi îe dois des remer- 
cimei^s particuliers à; M. Cuch^ répétiteur de M^-* 
thématique? a^ Lyc^e 4'C>rléâtls ,, et à MM. Henry 
€t 2])oa^p/} ^ |^aiate^«bt Éle vi^s d(e ITEcole Pojy tech- 
nique^ qui m'ont aidé de leurs conseils et de leurs . 
recherches. 



■ »■ »\> »•' i. 
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(^) La GéométrU de fjtgencbre , 7^*?^* «ditîdn. . • . \ 
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RECIPROQUES. 

LIVRE PREMIER. 

T* • '. 
OUTSS les fois que de«z droites se coupent , les anglec 
Tlutoràme. opposes au somm^ sont ëganx (Géom., Prop. V, Th^or.) 
Réciproque. Si quatre bgnes droites qui «bootissent à un même point , 

sont disposées de manière que les angles opposé» an 
somnolet soient égaux , ces quatre lignes formeront 
deux droites. 
^ Corollaire, 

PKOPOSrr. II. Si d^un point pris dans Tiil^rienr d*an triangle , on 
Théorème. mène des droites aux extrémités d'un même côté , la 

somme de ces droites sera moindre que celle dés côtés 
enveloppans ( Géom. , Prop. IX). 
JUciproquÊ. Si la sosaAe des droites qui joignent un point pris dans 

le plan d'un triangle , avec les extrémités d^un côté , est 

moindre que celle des deux autres côtés on des côtés 

- enveioppans , ce point est intérieur au triangle. 

ipRQPOSrr. m. !Si deux triangles sont tds que deux côtés du premier 

Xhéorème. soient égaux à deux côt«» du second , et qu'en même 

temps l'angle codipris par les premiers , soit pins grand 

que l'angle compris par les seconds , le troisièfaie côté 

— dn premier triangle est plus grand que kr troisième côté 

du second (Géom. , Prop.' X ). 

iUciproque» Si deux triangles sont tels que deux côtés dn pfemier soient 

égaux à deux côtés du second , et qu'en même temps 
le troisième côté du premier soit plus grand que le troi- 
sième côté dn second ,' l'angle opposé au troisième côté 
dans le premier triangle , sera plus grand que l'angle 
opposé au troisième côté dans le second triangle. 
FROPOSIT. ly. La ligne menée du sommet d'un triangle isoscèle au 
XhéorèBe. milieu de la base, est perpendiculaire à cette base , et 

divise l'angle du sommet en deux parties égales( Géom.^ 
Pf op. XII , Scbol.). 



Itéciproque, 



PROPOSIT. V. 
Théorème. 



Réciproque. 
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Si une ligne est perpendicnlaire sur l'un des eAté* d'an 
triangle , et qu'elle divise Tangle opposé en deux parties 
^ales, elte passera par k milieu de la base , et k triante 
sera isoscèle. 
Si d'un point situé hors d'une droite, on mène nne pcr- 
peftdicolaire sur cette droite » et différentes obliques à 
di£Eerens poinu de cette droite , la perpendicolaire est 
plus courte <fae tonte oblicpie ( Géom. , Prop. XVI » 
Théor. ,io). 
La plus courte des lignes qu'on puisse mener à nne droite 
d'un point situé hors de cette droite i est la perpendi- 
culaire & cette droite. 
PB OPOSrr. VI. Deux obliques qui s'écartent égalemtmt de la ptrpmS&cmm 
Théorème. laire , sont égales ( Rid., Théor. , a* }. 

JHéeiproque» Deux obliques égales s'écartent Clément dt la p c ip e i H 

dicnlaire. 
CofoUaùw. 
PROPOSIT. Vn. De deux .obliques qni s'écartent inégalement de laper- 
Théorème, pendicnlaire , celle qni s'en éearte le plus » est la plus 

longue [Ibid, , Théor. , 3^ ). 
Réciproque* De deox obliques égales , la plus longue s'écarte le plus d« 

la perpendiculaire. 
PROPOSIT. Vm. Une droite perpendiculaire sur le milieu d'une antre » n 
Théorème. tous ses points à égales distances des deux extrémités do 

celle-ci (Gé*m. ,Prop. XVII, lo). 
Réciproque* Si nne droite a deux de ses points paiement dbtans des 

deux extrémités d'une antre droite , elle est peipendî- 
culaire sur le milieu d^celle-ci. 
PKOPOSIT. IX. Tout point situé hors de la perpendiculaire ëewée sor le 
Théorème. milpeu d'jme droite , est inégalement distant des deux 

extrémités de cette droiip ( Ibid», a»). 
Si un point est in^alement distant dès deux extréinitét 
d'une droite , il est situé hors de la perpendiculaire éle« 
yée snr le miliende cette droite. 
Deux triangles rectangles sont égani^, lorsqu'ils ont deux 

cAtés égaux chacun à chacun ( Géom. , Prop. XVIII ). 
Si deux triangles sont égan», comme ayant deux cAtés 
égaux chacun à chacun , ils sont rectai^^s. 
PROPOSIT. XI. Dans un triangle éqnilatéral , tous les aa^f^les sont égaux 
Théorème. ( Géom. , Prop. XX , Corol. V ). 

Réciproque. Si dans nn trianglçe tons les angles sont é|^rax , ce triangle 

est équilatéral. 
PROPOSIT. XII. L'«ngle extérieur id'cui triangle est égal & la somme des 



Réciproque, 

PROPOSIT. X, 
Théorème. 
Réciproque* 
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Théorème. deux intérieurs opposes ( G6om.', Vnfp, XX> Corol»* 

VI). 
Réciproque. Si un angle «iccfé lion â'nn triangle a pour côte Fun de 

ceux du triangle , et s'il vaut la somme del deu% angles 
intérieur ■, iSin adjacent et Pautre opposé à ce côté, il 
aura pour second côté le [ilolongement du côté adja- 
cent & Fun des angles et opposé à l'autre , c^est-à-dire 
€IxlHI sera extérieur au triangle. 
PROPOS. XE[I. Deux parallèles sont partout également distantes ( Géom., 
Théorème. Prop. XXVII). 

Réciproque^ Si deux li^es'sont ^rtdtft égaltnnent distantes , elles sont 

parallèles. 
i^ROPOS. XrV. Xcrf angles opposés Wtm paralléldgrahimie , sdnt égatrx 
Théorème. (Géom.,Prop. XXtX, Thédt.). 

Kécèprîyijfiie,- 'Si dans Un quadrilatère les angles oppa^ sont égaux , 

cette figure est un parallélogramme. 
PROPOSIT. Xy. Dans tout parallé]dî;i^mmé , les deux diagonales se cou* 
ïliéi^iàé. peut mutuellement en deux parties égales ('Gédïn. , 

• " Pirdp. XXXn , Thfécfr. ). 
Réciproque. Si dans un quadrilatère ^ les détix diagonales se coupent 

mutuéfleriient Sri^dèii^cpartiés égales^ tette figure est un 
parallélogramme'. . / 

PROPOS. XVI;* TWns tout iô9an^é,1es<JiagbnàTes 'se côupeiit mntuelfe- 
' ' Thébrthtè: * ment en parties é^Iës et à angles droits (" G^dm. , Prop. 

XJCXn , Sbhol. ). 
RécipthijUe. Bi les deux diagdtiides d'tin qnadnlatère \se boiipènt en 
. . ' partif^ égafès'ét à''!Bti)gles droits, cette figure est un 

losange. 
Remarqiiéi\ '" \ J,. 

I^ÏVRE II. 

... • / ■' .... 

PROPOSIT. i^*. Tout diamètre dirisete cercle et «a circonférence en deux 
Théorème. parties <%de8 ( Oéom. , Lit. Il , Prop. I). 

Réciproéfue- *-Si «le circonférence est divisée eaileux'^aytkÉvI^âtes /la 

droite qui opère-detce diviaioto est un diamètre. 
PROPOSIT. II. Tout* eorde e^t plua.petite queie diamètre (Géom. , 
Théorème. Prop. II, Théor.). 

Réciproque. Le diamètre est la plus grande de'tbutèsHesiàbrdte. 
PROPOSIT. III. ,Le rayon perpendiculaire à une corde, divise cette corde et 
Théorème. Tare soutendu , eliacun en dèiAc^arties^^galea ( ûéom., 

Prop. VI, Théor. ). 
Réçiproqm» Si une ligne divfse une corde et Paré aoutendn ehfacon 'en 
^ deux parties égales , cette ligne est un rayon perpendi- 

culaire^ à U corde. 
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PR0F081T. IV. D«ii|[ cordes cçiale« ^oot «gaknent eloignëos du centre 
Théorème. ( Ge'ojn. , Pn>p. VIH , J « ). 

Réeiproque, Si deux cordes «ont.«|(«j^tfB«ot cloignëes du centre , elles 

fioot.égales. 
PROPOSIT. V . De deux cord^ iacgales ^la^plus .^tite est la plus cloignëe 
*Tb^rè«M. dnoentre ( ihid-, %^^ 

Réciproque^ De deux cordes mg^knMOt ^Ipignées du centre , la plut 

^loigoée.astla (>lu6,|Mtiie« 
PHGPOSIT. IVil. La petpendiculaux menqe à T-e^t^itë du rayon ^ est tan- 
Théorème. ipBme h la circpDférence'(,ÇiéQm. , Prop. IX , Théor. ). 
JBéâproiffue. Toùie Mtngente à la drcopiè'rcnice «st p^rpeodiculaire à 

.ll&Ltrémxté du cadran ^i)«né au point de contact. 
PROPOSIT. yU. J^epx.parajU^es /nteix^eptent sur la circonférence des arcs 
Thébr^we. ^gai^L ( Géom. , Prop. X J. 

R&oifMTùqmt, Si d«|];c droi^as imerceptent^iur la circonféreoce àe» arcs 

égaux f eiie& sont parall^es. 
HIOPGS. I^III. Si 4eiwcivc'onféreQCfis«eca^paot en 4euxpoint8^Ia droite 
Th^rèsie. qui pas^e par leur centre .est petpendiculaire à celle qni 

ijoint les points 4'Mitei:9oeUon,ei|a divise en deux parties 
égales (Géom., Pr<»p. 2CI ). 
Réciproque, La perpeoditnlaire sur le milieu de la droite qui joint les 

deux points d^ioterseoiûoii'de deux circonférences, passe 
• par leurs centMS. 

PROPOSIT. ;IX. Tout angle #e.«MMire par IVc compris emre s^ <^(és. 
Théorème. et décric de (ujfn «onunet comBie centre ( Géom. , Frop. 

XVII , oorolU) 
Réciproque, Si un an|^le a pour m/esiune Tare compris entre ses c6tés , 

son «onamet est le otetre de cet arc. 
PROPOSIT. • X. L^angie insiKit :a pour mesure la moitié de Tare compris 
.Théorènie. entre ses o6tés ( Géom. , Prop. XVIII , Théor. ). 

Réciproque, Sx nn angk a pour mesure la'moilié de Paie compris entre 

ses cÀtés , il a son sommet à la circonférence. 
PROPOSIT. XI. Les angles O{>po0és d'un quadrilatère inscrit , Talent 
Théocème. ensemble deux: «angles dcoîts (Géom., Prop. XVIII , 

CoroU. IV). 
Réciproque, . Si les angles -Opposés .d'un quadrilatère , Talent en 

somme deux JUi^^s droits , ce quadrilatère est ios* 
criptibtle. 
liemarques* 

LIVRE 111. 

PROPOSIT. I'*. Les parallélogrammes qui ont des bases égales et drs- 
TbéoH^me. hauteurs ég^lss^ «ont .équivalens (Géom. » Prop. I^ 

Théor.}. ' 



" • • 

"Tllj 
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PROPOSIT. U. 

Théorème. 
Réciproque, 

PROPOSIT. IIL 
T&eorème. 

Réciproque* 



PROPOSIT. IV. 
Théorème. 

RéoifÊiroque^ 



PROPOSIT. V. 
Théorème. 



Réciproque. 



PROPOSIT. VI. 

lliéorème. 



Réciproque, 



PROPOSIT. VIL 

Théorème. 
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Si denz parallélogrammes sont équiralens. Os turent .des 
bases et des hauteurs égales. 
Coroilaire, 

Deux rectangles de même hauteur sont entre eux comme 
leurs bas<9 ( Géom. , Prop. III). 

Si deux rectaÉ%les sont entre eux comme leurs bases, ils 
ont m^me hauteur. 

Le auarré fait sur Thjrpoténuse d'un triangle rectangle , 
m. égal & la somme des quarrés faits sur les deux autres 
c6tés ( Géom. , Prop. XI , Th^r. ). 

Si dans un triaugle , le quarré fait sur un des c^tés» est 
égal à la somme des quarrés faits sur les deux autres 
côtés, Pangle opposé à ce côté est droit. 

Le qnanré fait sur la diagonale d'un quarré,«st double 
de celui construit sur le côté ( Géom. , Prop. XI , 
GoioU. II). 

Si dans un quadrilatère, le quarré de la diagonale est 
double du quarré d'un des côtés , ce quadrilatère est 
un quarré. Cette réciproque n'a pas lieu. Mais il est 
T rai que fi dans un quadrilatère , le quarré de la diago- 
nale est double du quarré d'un côté quelconque^, ce 
quadrilatère est un quarré. 

Le qu||ré,de l'hypoténuse est au quarré d^im des côtés de 
VaafU droit, comme l'hypoténuse est au segment adja* 

• cent à ce côté , et déterininé par une perpendiculaire 
' abaissée du sommet de l'ahgle droit (Géom. , Prop. XI, 
CoroU.m). 

Si -dans un triangle ABC, le quarré du plus grand côté A G 
est ai/quarré d'un a^tre côté AB , comme AC est au 
segment AD, adjacent à AB , et déterminé par la per- 
pendiculaire BD , Tangle ABC est droit. 

Les quarrés des deux côt^ de Tangle droit d'uù triangle 
rectangle , sont entre eux comme les seg^len8 de rhy-- 
poténuse adjacens à ces côtés ( Géom. , Prop. XI , 
Corroil. IV). 

Si *dans un triangle les quarrés des deux côtés sont 
entre eux comme les segmens du troisième côté , dé- 
terminés par une perpendiculaire à ce côté , abaisséo 
de l'angle opposé , ce triangle sera rectangle. 

|]|ans un triangle ABC , si Tangle C est aigu , le qustrré 
du côté opposé est plus petit que ia somme des quarrés 
des côtés qui comprennent l'angle C i et si l'on abaisse 
AD perpendiculaire sur BC , la difîerence est égale 
aa dpubla du rectangle BC X BD,de lone c^'on 
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a AB*= ÂcV BC — aBC X CD{ Gëom. , Piop- 
XII). 
ftéciproque» Si dans un triangle ABC, en abaissant la perpendiciH 

laire AD d^nne extrémité da côté AB sur ie cM 

opposé BC, on a AB^ssÂcVbC*— aBC x CD 5 
Panfle C est aign. 
PBOPOSIT. Vin. Dans un triangle ^elconqne ABC , si Ton mène du 
Théorème. sommet au milieu de la Vase la ligne A£, on « 

AB -4- ÂC*= aÂSV âÎBfi ( Géom., Prop. XIV , 
Théor.). 
Réciproque. Si dans un triangle quelconque ABC y la droite menée dtt 

sommet A à un point E do côté oppoeé BC » est telle 

qu'on ait ÂB*-4- AC^ss 3AeV aÂÊ , le point E 
est le milieu de BC. 
PROPOSIT. IX. Dans tout parallélogramme , la sonmie des quarrâ des 
Tbéoième. côtés est égale à la somme' Jes quarrés des diagonaki 

( Géom- f ibid; Gorr.). 
Réciproque, Si dans un quadrilatère la somme des quarrés des côtéis 

est égale à la somme des quarrés des diagonales, ce 

quadrilatère est un parallélogcamme. 

ftROPOSIT. X. . La ligne qui diYÎse un des angles d'un triangle en deux 

Théorème. parties égales , dirise le côté opposé en deux segmene 

• Ife. proportionnels aux côt^ adjacens ( Géom. , Prop* 

XVU). 

Réciproque. Si un côté d'un triangle est divisé tjx deux parties propdr- 

tionneUes aux deux antres côtés, par uqe ligne menée-dn 

sommet de Panglc opposé , cette ligne divise éet angle 

en deux parties égales. 

PKOPOSIT. fl. Les lignée menées comme on Tondra par le sommet d'un 

Théorème. triangle , divisent la base de ce triangle et toute ligne 

qui lui est parallèle en parties proportionnelles (Géom., 
Prop. XXII; Tkéor.). 
Réciproque. Si du sommet d'un triiangle quelconque AB , on mène i( * 

la base plusieurs droites qui cofipent cette ligne et une 

autre transversale en parties proportionnelles, la trans- 

Ters^e est parallèle à la base. 

PROPOSIT. Xn. Si dn sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle. 

Théorème. on abaisse une perpendiculaire sur Phypoténuse , les 

deux triangles partiels sont semblables entre eux et au 
triangle total ( Géom., Prop. XXIII, Thëor., 10). 
Réciproque. Si la perpendiculaire abaissée du sommet d'un triangle 

sur la hase j divise ce triangle en deux trian gles partiels 
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«onUahies entC9 eax et aa triangle total , le triangle 
total est rectangle. 
PROPOS. Xm. Si du ^commet d'un triaqgle o-ectangle , on abaisse ^une 
Theocème. perpei^(jykalairesurl'hjpoténiise,cbaqaecôtede Tangle 

drok-est tneyen proportionnel entre Phypotënuse et le 
segment adjacent ( Géom. , ibid, , a** ). 
Réciproque, Si du sommet B d'nn trîfingle , on abaisse une perpendi- 
culaire sur sa base, et que cfhacun des c6tés adja^ 
cens au sommet^, soit moyen proportionnel entre la 
Inic tt 4b 9tf^egaL coAtigtt an côté , le triangle sera 
rectangle en B. 
PRC^OS. XIV. Si âli40iiMncK ^ Vm^ 4roit 4l?on triaiigle wctjmgle , 
■ Théorteie. . 'OH abaijipe '«ne ^tfrpenèvsuiAÎre sur l'hypoténuse, 

cette peipeiidiculaif(t«st.moy^nne proportionnelle entre 
les deux sègmens de Phypo^nuse ( Géom. , Prop. 
XXIII^Théor., 30). 
Réciproque, Si h perpendiculaire abaissée du sommet d'un tr^ngfe 

sur le côte oppose , est moyenne proportionnelle entre 
les deuxse^inens de cette base> Tangle d'où part la. per- 
pendiculaire est droit. 
PKOPOSIT. XV. Deux triangles qui ont un angle égal , son| entre eux 
Théorème. comme les produits. d«s côtés qai, oomprejuieiiU^^Qlgle 

égal (Géom., Prop. XXÏV,Tbéor.). 
Réciproque. Si deux triangles sont entre eux con^e les rectangles de 

deux de leurs côtés contisus^ Ira angles compris par 
ces bôtés soQt égaux. • 
JRROPOSIT. XVI. Ojeux triangles semblables sont entre eux comme les quar- 
Théorème. rés de leurs côtés homiologues ( Géom. , Prop. XXV ). 

Réciproque. Si deux triangles sont entre eux comme les quarrés de 

'leurs côtés respectifs, ils sont semblables. 
JPHOPOS. XVII. \jes contpurs des polygones semblables sont entre eux 
Théorème. comive les côti^ homologues ( Géom. , Prop. XXVII, 

Théoir.). 
JRéfiiproque. Si les contours de deux polygones sont comme leurs, côtés 
, .. . 4io™P^ôguçs , ces polygones sont semblables. 

.PROPOS. XVIII. *Les surfaces des polygones semblables sont enUe elles 
ïhéorème. * comme Jes quarrés des côt^s homologues (Géom. , Prop , 

XXVII , Théor. , a« ).. 
Réciproque, Si les surfaces de deux polygones sont entre elles comme 

les quarrés des côté^ homologues , ces polygones seront 
semblables. 
J»R0P0S1T. XIX. Si sur les trois côtés d'un triangle reptangle, con^e^côtés 
, Tiiéorc^nd.. homologues , on construit trois' figures serablal^les , 

ceUt ïormée sur l'hypoténuse est équÎTslent* à U 



Réciproque, 



Théorème. 
Réciproque. 



TïtOPOSJT.XXI 

Thëoi^me. 



Itécipfvqne, 



WIOPOS. XXII. 

- 'Thëbrèmc. 



■Réciproque. 



PROPOS. XXIU. 

TLëorème. 



•Réciprêque. 
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témiùe deis fleaz autres ( Gëom. , Prop. XXVII , 

CorolJ.^ 
Si ^uT les Iroîs côtes «Tun triangle , on construit tnoîf 

fi{.ttressembliâ)les, et si la figure formée sur le plus 

grand côté ,est équivalente à la somme des deux aatret , 

Pangle op|>osé à ce côté , est droit. 
lies paries dé deux cordes qui se coupent dans Ye cerd^, 

sont Yéclptoqcteiment ptoporiionnelles (tîéom. , Prop. 

XXVni , Tbéor.), 
'Si deiix droites se coupent eu ' parties Téciproquemeiit 

pTOportioraiéBes , leurs extrémités sont sur une même 

circonférence. 
, Si d'ùb mdikie point prîs'librs d*mi cercle , on mène dettx 

sécatites 'terminées à l'aréconcave , les sécantes enûiiet 

sont réciproquement proportionnelles à leurs parties 

extérieures (^Géom. , Pwp. XXIX, Théor. ). 
Si deux dioites partant 'd*an1iiéme point , sont divisées en 

"parties qui leur soîMtTéciproqaemeut proportionnelles, 

les points de division et 'les cottrémités de ces droites 

"Sont sur une même cirt:olifértnce. 
"Si d'un poiilt pris liors iPun cèlrcle , on mène une tan- 

geitte et unesécante à ce vercle, le quarré de la tangente 

est t%al au i^tangle' de-Ia sécante et de sa partie exté- 
' Tieure (€éom., Prop. 5KXj. 
'Si de dAx droiîces AB , AC'qui partent d^un même point 

A, -Pune AB'VSt divisée an point D , de manière que 

Ton ait AC = AB X AD , la ligne AG sera tan- 

4;ente à Ta circonférence qui passe par les (rois points 

•B,t),C. 

Dans un trian^^le ABG, si Ton divise Tangk A en deux 

parties ^ales par une li|^e AD , le rectangle des côtéa 

AB, AG estégal an rectangle des segmeus BD, DG , 

plus au q^lftré de la sécante AD ( Géom. , Prop. 

XXXI). 

Si dansim triangle ABG,on a AB x AG=ïBD x DG-4-ÂD* 
la ligue AD divisera rangk BAG eu deux parties 
élites. 
Remarques. 
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PUOPOSIT. If*. Tont polygone régulier peut être in|crit dans uu cercle, 
Théorème. c t lui être circonscrit ( Géom. , Prop. U , Théor .)• 



Kéciprogue, 

PROPOSIT. II. 

Théorème. 
Réciproque, 
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Si un polygone est en même tempf inscriptiUe et circons- 

criptible , il est rcfgulier. 
Le çàxé da quarré inscrit est au rayon comme >/2 est k i 

( Géom. , Prop. m , SchoL ). 
Si une corde est au irayon conmie y/% est à i , cette corde 
est le c6të du quané inscrit. 
PROPOSIT. m. Le c6të dn triante équilatëral inscrit est an rayon comme 
Théorème. >/3 est à X ( G<bm. , Prop. IV, Schol. }: 

Réciproqtië, Si une corde est an rayon comme \/3 est à i , cette corde 

est le c6të dn trian^^e ëqoilatëral inscrit. 
PROPOSIT. IV. Autre solution de ee problème. Inscrire dans un cercle 

Problème. un décagone régulier. 

PROPOSIT. V. L'aire d'un polygone régnlitf est égal ii son përimètie 

multiplié par la moitié du rayon du cercle inscrit. 

(Géom., Prop. VU , Théor. ). 

Si la surface d'un polygone circùnseriptible à un cercle 

est égale an contour de ce polygone multiplié par la 

moitié du rayon du cercle inscrit, ce polygone est ré- 

gnlier. 

PROPOSIT. VI. Les périmètres des polygones réguliers d'un même nombre 

Théorème, de côtés., sont comme les rayons des cercles inscrit et 

circonscrit , et leurs surfaces comme lea quanrés de ces 
rayons (Géom., Prop. VIII , Théor. ). 
Réciproque, Si les eonlours de deux polygones sont entre eux comme 

R . : R' et comme r : g', et lenrs surfaces comme 
R« : R'« et comme r« : r'*, R et r, R' et r* étant les 
rayons de circonféitnces concentriques , ces polygones 
sont iùscriptibles etcî(Conscriptibles aux circonférences 
décrites des rayons R et r, R' et /. 
PROPOSIT. VII. Etant données lés surfaces A et B d'un polygone régu- 



Théorème. 



Réciproque, 



Problème. 



Réciproque, 



lier inscrit et d'un polygone semblable circonscrit , 
trouver les surfaces A' et B' des polygones régulier 
inscrit et circonwît d'un nombre double de côtés 
( Géom. , Prop. Tlll }. 

Eunt données les surfaces A' et K d'un polygone régulier 
inscrit d'un nombre pair de côtés et d'mi polygone 
semblable circonscrit , trouver les surfaces A et B des 
polygones réguliers inscrit et circonscrit d'un aombvft 
sous-double de côtés. 

Autie solution de la proposition XIIL 
Remarques, ^ 
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PEOPOSIT. Ir«. 

Théorème. 



Réciproque, 



PROPOSIT. n. 

Théorème. 



Réciproque. 



FROPOSFr. in. 

Théorème. 
Réêiprogue. 

PROPOSIT. IV. 
Théorème. 



Réciproque, 
PROPOSIT. V. 

Théorème. 

Réciproque. 

PROPOSIT. VI. 

Théorème. 

Réciproque. 
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Théorème. 



Les obliques également éloignées de la perpendiculaire sont 
égalos, et de deux obliqua inégalement éloignées de la * 
perpendicniair^ , celle qui sVn éloigne le plus est là 
plus longue ( Géom. , Prop. V , Théor. ). 

Les obliques égales sont également éloignées de la per- 
pendiculaire , et de deux obliques inégales , la plus 
longue est la plus éloignée de la perpendiculaire. 
Scholie, 

Soit AP une perpendiculaire tu' plan MN , et BC un« 
ligne située dans ce plai^; si du pied P de la perpen- 
diculaire on mène PD peipendiculaire sur BC , et 
qu^on joigne AD^ AD est perpendiculaire à BC (Gréom. , 
Prop. VI , Théor.). 

Soit AD une perpendiculaire abaissée du point A situé 
hors du plan Mît sur la droite BC située dans ce plan , 
si par le point D on mène daiyi le plan la perpen- 
diculaire DP à BC^ et que du point A on abaisse une per^ 
pendiculaire AP à PD , je dis que AP sera perpendicu- 
laire au plan MN. 

Deux plans parallèles sont partout à égale distance 
(Géom!^ Prop. XII . Coroll.). 

Si deux plans soift partout à égale distance, ils sont 
parallèles. 

Dans la rencontre des plans parallèlçs par un troisi^e 
plan , il existe \en mêmes égalités d'angles et les mêmes 
propriété que dans la rencontre de deux ligne» parai* 
lèies par une troisième ( Gréom. , Prop. XVII, Schol.}. 

Les propriétés réciproques n'ont pas lieu. 
Lorsque trois droites* sont perpendiçulaii^ entre elles , 
les trois plans qu'elles déterminent le sont entre eux 
( Géom. , Prop, XVIII , Schol. ). 
Si troî» plant sont perpendiculaires entre eux , leurs. in<» 

tersections le sont entre elles. 
Si deux plans sont perpendj^culaires à un troisième , leur 
intersection est perpendiculaire à ce' troisième plan 
(Géom. , Prop. XX). 
Si l'intersection dp deux plans est perpendlcuV^ire à nn 
troisième, ces deux plans sont chacun perpendicul^lrt 
à ce troisième. ' 

. Si un angle solide eàt formé par trois angles plans , un 
quelconque de ces angles est plus petit que la somme 
. des detuc autret ( Géom» , Prop. XXI , Théor. ). 
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Réciproque» Si de ttieis.an^&pl^s donnes , Ton quelconqae est plas 

petif qne idt somme de deux autres , et si de plus leur 

fiHsi««a«AgX«ai»Ude>ty«6«ifttrois ao^phU i^ans. 
VAOVQSrr. VUL S» demi nn^m «oMea son* coi^posës de trois angles 
Théorème. plans é^xa, cfaMonà charan , les plans dans lesquels 

Mari hM angks égavz ton^ (^allaient iodUa^fntmeux 

. ( G^on.,Prop. X:;mi, Tium.). 
BâfiipréquÊL Çkdatx tmg jl M aotidcy aoM foimiéa par trois angles plans 

également inclines eaisc «m, les angles plans seront 
ë^ona càacun il dMCWi. 
' ' Memtir^uet. 

LIVRE VL 

PAOPOSXT. h.^^J>mm tai^ patelUlepipid^^ H^ ^m opp(Q«4ft ^t^aux 

Théorème. «t paxj^èle^ ( Qccwv > Proy. (V, Théor. >: 

fijîciproquc^ $i, dans ^a pntm^ quadra^gi^lfire, les plans opposés 

aoRt égaux «t paraH^fa.i .^ prisme est un parallèle- 

FP«J«-, .... 

PKOPOSrr. II. Dans tout paraUcItp^pèd^ « Im .angles solides opposés 
Théorème. . aç^t syméui^piqa Tan de l'au^ (Ci49m.y- Ifyqp. y, 

Th49i:,).. ■'; * . 

Réciproque. ^ dana c^ prisme^oadraa^aUil^ les angles aoUd^ oppo- 
sés sont symétriques l/iufi «jL^i'^utte , ce prisme est un 
parall^tpipède. ,,.-..' 
PROPpSIT* HL Daqa tout parallélrp^^^, le^ ^î^gonales np^cné^li par le« 
Thcorèmc. commets des anglea ^i^o^éa, aa coupent mutuellement 

en den^ partiea fîgal^ ( Ibid» ). 
Réciproque, $i d^uit ua priama qu^cJUangulai^ i las deo)^ ^diagonales se 

coupent mmu^lmeot ep dçuz parties égalea > ce piame 
est un paraUélepip^dç* 
PRÔPOSIT. IV. Le plai;^ qui passa par deux parallèles arêtes opposées d^un 
Théorème. parallélépipède ^dixiae œ V)M<^ «n deiH;^riam«a irian- 

gulaires «jj^étriquoa l'wu ^ TftHtre ( Géom. , Prop. VI, 
Théor.). 
Réciproque ' . iBi. un plan condnii ,sq^Yfu]^t 4^^^ arêtes pppo^^ d'un 

prisme qnadrangula^e ^ la divise en deux prismes 

triangulaires symétjriqaea Ton M l'autre,. ce prisuie est 

un parallélépipède. 

PHOPOSIT. V« Toute section faite dans an prisme par un plan parallèle 

Théorème. . à sa base« ^st ^ale à cettç b^se ( Qé^ni.-^ Prop. VII, 

Coroil.). 
Réciproque,, Si oa coupe un priai^a par fio plan, da manière que la 
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. section soit ëgale à la base, elle iiû sera aussi parallèle. 

PKÔPÔSrr. VI. ^«DX paralliélepîpèdes rectangles qui ont même fiase , 

Théorème. sont entre eux dans le rapport des hauteurs ( Théor. , 

Pnop.Xn). . 

JHéc^roque^ Si cteaz parallélépipèdes sont entre enx comme leurs hau- 
teurs , ils auront mém* base. 

* « • « 

PAOPOSIT. VII. Deux parallélépipèdes recbmgUs de même hauteur sont 
Xhëosème. . entre eux comme leurs bases (Qtom.^ Prop. XUl), 
Réciproque. Si^ deux paxalléiepipèdes rectangles sont entre eux comm« 

kors bases y ils omt n^éme hauteur. 

PAOPOSIT. VIII. Si une pyramide goekoa^e est coupée par un plan 
Tfaéteèate. paralltèle & sa base , ec plan di^sera las c6tcs ei la 

haotear pro|portionnicllam«n4 ( Géom., Prop. XVI , 
Théof. , a<^. 
Méeipfùtfue, Sk on plan dÎTÎse les cé<és d'une^pyramida |»oportion- 

Beilamant^ il cat parallèle è la base. 

PROPOSIT. IX. Si une pyramide esf coupée pat un plan parallèle à la 
Théofème. base , Îa Section lava un polygoue semblable à la bpie 

( Géom. , Prop. XVI , Théor , 2«). 
Réciproque, S^ Ta section d'usa pyramide par un plan est un poly- 

'- gone semblable à fa boat^ k plan sécant swa pamilèle 
'à la base. 

PROPOSIT. X. Si on coupe ^eux pyramides de même hautenr et dont les 
Théorème. bases sont situ^ sut le même plan, par un plan 

parallèle à celui des bases , les sections seront entre. 

elles comme tes bases { Géom. , Prop. XVl , Corol.). 

Héciproquê. Si deui pyramides de même hauteur sbnt coupées par 

un plan tel que les sections soient comme les bases, les 
sections sont parallèles aux bases. 
^utre réciproque. Si deux pytatbideii qtfèkbn'^es qui reposent sur mn 

fiîême' plan , sont coupées par un plan parallèk à celui 
deâ baies, ënsorte que ces sections soient entre elles 
' ' tiafannë les basés,' elles aitronemême haureur. 

PAOPOI^r. XIi Deux pyramides triangulaires semblables ont les faces 
Théorème. homologues semblables, et les angles solides hamologues 

., .^ égaiiç (Géom., Pipop.XXlII, Théor.). 
JUciproque* Si deux pyramides triangulaires ont les faces homologues 

semblables et les unglés solides homologues égaux , elles 
I sont sembUbles. . 
PROPOSIT. XÙ. Deyx pyramides triangulaires semblables put h^ côtés 
Théorie. homologues propo^tionud^ ( Géom. , I^op. XXJII» 

Coc.I). 
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Théorème, 



Réciproque* 



PROPOS. XIV. 

Théorème. 
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i Réciproque. 

1 


1 
i 

PROPOSIT. XV. 
Théorème. 


' Réciproque, 
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PROPOS. XVI. 

Théorème. 


* 

Réciproque. 


PROPOS. XVU. 
Théorème. 



Réciproque.. 



pROPOjS. xvin. 

Théorème. 
Réciproque. 
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jSi deux pyramides triangakiret ohUm côtés hQmologati 
proportionnels, elles sont sembllIlJK. 
Remarque. 

Dans deux pyramides triangulaires semblables, Pincli- 
naison de denx faces quelconques , est égale à l'indi' 
oaison àe» faces homologuer dans l'autre ( Ibid» , 
€orol.n). 

Si deux pyramides triangulaires sont telles que rindinaî* 
son de deux faces quelconques de Tune soit ^ale à Fin. 
clinaison de deux faces de Tautre, ces deux pyramides 
sont ^mblables. • 

Si on coupe une pyramide triangulaire par un plan paral- 
lèle à sa base , la pyramide partielle est semblable à la 
pyramide totale {Ibid. , Corel. III ). 

Si denx pyramides triangulaibes sont semblables et que Ton 
superpose les angles trièdres ou solides au sommet , les 

' bases seront parallèles. 

Si on coupe une pyramide quelconque par un plan paral- 
lèle à la base, la pyramide partielle est semblable à 
la pyramide totala ( Ibid^, CorolL IV}. 

Si -deux pyramides quelconques sont semblables et que 
Ton superpose les angles aux sommets , les bases seront 
parallèles. 

Deux polyèdres semblables ont les faces homologues sent- 
blabla et les angles solides homologues ^aux (Géom. , 
Prob..XXIV,TMor.). 

Si deux polyèdres ont les faces semblables chacune à cha'> 
cune , et les angles solides ^anx chacun à chacun ^ ils 
sont semblables. 

Si avec qnatre so|nmets d'an polyèdre, on forme un« 
pyramide triangulaire, et qu'on en forme une se- 
conde avec les quatre sommets homologues d'un po- 
lyèdre semblable , ces deux pyramides sont semblables 
( Ibid. f Cor,). 

Si deux polyèdres sottt tels qu'en joignant quatre som- 

' meiS' quelconques du premier et les quatre sQmmets 
correspondans du second , on forme denx pyifunides 
triangulaires semblables, ces d^x polyèdres seront 
semblables. 

Denx diagonales homologues quelconques de dcftx po- 
lyèdres semblables , sont entre elles comme deux câtés 
homologues quelconques ( Ibid. ). 

$i deux polyèdres sont tels qu'etf joignant deux sommeis 
quelconques du premier , et les deux s^nunets corres* 
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|K>iidaiis dusgcond, les: deux diagonales qa'on obtient 

soient entre elles comme deux côtes correspondans 

quelconques , ces deux polyèdres sont semblables. 

tROPQSIT. XIX. Deux polyèdres semblables peuvent se partager en nh 

Th^orème^ . même nombre de pyramides triangulaiires semblables 

chacune à chacune , et semblablepient placées ( Qéom, 
Ifrop. XXV ). 
Réciproque. Si deuvpolyèdres sont dëcomposables en un même dombre 

de pyramides triangulaires semblables chacune à cha- 
cune et sembUblemenC disposées , 'ces deux polyèdres 
seront sémblabks. . « 

PROPOSrr. XX. Deux pyramides isemblaUes sont entre elles comme Its 
ThéoTème. cnbes des côtés homologues ( Géom. , Prop. XXVI ). 

Réciproque, Si deux pyramides sont entre elles comme les cubes 

des côtés bomdlogues, elles sont semblables. 
PBOPOSIT. XXI. Deux polyèdres semblables sont entre eux coiiime les cabfs 
Théorème. des c^tés homologues ( Géom. , Prop. XXYII ). 

Réciproque. Si deux polyèdres sont entre eux comme les cables des^ 

. côt^ homologues^ ils ioni semblables. 
. Remarques. \ 

» • . ■ - • 

LIVRE VII. 

PROPOSrr. I'*. Tout grand cercle divise la sphère et sa surface en deux 
Théorème. ' parties égales (Géom.; Prop. I,Oor.III}«' ". - 
Réciproque, Si nn. cercle divise hi sphère et sa surface en deux parties 

égales , il passe par le centre de la sphère. 
PROPOSIT. IL Le centre d^cHi petit i:eTcIe tet celui de la sphère sont sur 
Théorème. une même droite perpendiculaire au plan du petit cercle 

{Ibid, cor, t\ y 
Réciproque. Si dn centre de la sphèr* on abaisse nne perpendiculaire 
* ■ ' sur le plan du petit cenîTe , le pié de celle perpendicu- 

. laire sera le centre du petit cercle. 
PROPOSIT. III. Les petits cercles sont d'autant plus [Petits qnlls sont 
Théorème. plus éloignés du céotre de. la sphère ( Ilid. Cor. V ). 

Réciproque. Les petits gircles sont d^^^tant plus figues du centre de 

la sphère qu'ils sont plùf 'petits. 
PROPOSIT. ly. Si Ton mène le diamètre DL perpendiculaire an plaa 
Théorème J|i ' dn grand cercle AMB , les extrémités D et L de ce 

diamètre sont les pôles du cercle AMB et de tous les 
petits cerclesycomme IKK, qui lui son tparallèles (Géom., 
Prop. VI, Théor.). 
Réciproque. La droite DL qui joint les pôles D et L du grand cercle 
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PROPOSIT. Ir». 



Réciproque. 



jpROPOsrr. IL 

Thëorèzne. 
Réciproifue* 



.PROPOSIT. m. 

Théorème. 



Réciproqiw» 



PROPOSIT. IV. 
Th^rème. 



Réciproque. 



TABLE 

AMB et dft petit cercle 0^0» passe par le centre dé* ces 
cercles , et leur est porpendiciilaire. 
Remarques» 

LIVRE vni. 

Sî on coupe un cyKndre par un plan perpendicalaire 
à l'axe , c^est-à-dire , parallèle à :1a base , la section 
rcfsaltante est un cefde ^gal à chacune des bases (Ge'om.x 
DëSnit. I). 

Si Ton coupe un «ylindre de manière fjue la section soit 
un cercle ^al à la base , et dont le centre soit dans VuBt 
de ce cylindre, le pian ^t détermine une telle section 
est parallèle à la base. 
Remarque. ^ 

Tonte section faite suivant Taxe du cylindre, est double d^ 
rectangle^énératenr ( IbidJ. 

Si un plan ceiqie un cylindre , de manière que la section 
soit un ractan§^ double* du ^rectangle générateur , cette 
section ^asse par Paxe^ 

Si l'on coupe un cône par un plan p^erpendiculaire à 
Ta^eyc^'^-Vâirè, parallèle à sa base , la section résul- 
tante est un cercle dont le centre est dans l'axe du cône 
< Géom. , Définit. II ). 

Si l'on coupe nn cône de manière que la section résul- 

' tante soit un cercle qui ait son centre dans l'axe déco 
cône , le plan qui détermine une telle section est paral- 
lèle à sa base. • 
Remarque. 

La surface convexe dVin tronc de cône est égale h son 
côté , mn)|ipliée par la circonférence d'une section faite 
k égaler distance des deux bases ( Géom. , Prop. VIII , 
Théor.). 

Si l'on coupe nn cône SAB par nn plan DE , de manière 
que la surface convexe, du soli<ie ABËÎ) ^oit égaie au 
pitnluit de B£ par la drconférènqe que détermine un 

* plain condbit parle miueu de la perpendiculaire abais' 
sée d'un point quelconque du plan DE sur le plan 
de la base AB , je dis que le plan l)Ë^est parallèle à 
la base AB.* 
Remarques, 
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DE THÉORÈMES ET DE PROBLEMES. 



Problème 1*^. 
Théorème !•'. 



Fig. 70. 

Problème 11/ 
Fig. 71. 



Fig. 70, 

lliëorème IL 

Fig. 70. 



Sur les Lignes ^ sur les T^riàngUs. 

Deux droite» et un point étant donnés , mener "pu le point 
une droite qui aiUe pass^ par le pbint de concoure des 
deta droites. Seconde construction à démontrer. 

Si à partir du «sommet A d^nn triangle ABC , on diriie 
chacun des c6tés ctntigus AB^ AG en on même nombre 
parties telles , qiM Fou ait 

AD : AE :: DF : eg :: fh : gi :: hb : ic, 

et cpi'on joigne les points B et G avec les points do 
division , correspondans- , par fês droites- BE et CBH^ 
BG et GF, BI et Gli, toutes ces droites se couperont 
deux à deux sur la^ne menëe du eommet du triangle 
au milieu de la base. 

Corollaire. Les droites menées des trois sommets d^nH: 
triangle aux milieux des -côtés opposés ^ concourent en 
un même point. 

Démonstration cKrecte de cette proposition. 

Soient D , E ^ F les milieux des trois côtés d'un triangle 
quelconque ABC, formons le triangle DEF : soient G , 
H/ 1 les milieux des trois côtés de ce nouveau triangle^ 
qui donnent le triangle GHI ; formons de la même ma- 
nière un troisième trian|^e KLM , et ainsi de suite indéfi^ 
nîment : on demande un triangle dont la surface soit la 
limite de la somme des sttrfaces des triangles DEF, GHI^ 
KLM, etc. • 

Cdroilaire» Les droites menées des trois sommets d^nn 
' tpangle aux milieux dee^ôtés, opposés , se coupent en 
un même point. 

Autre démonstration de cette propriété. 

Soient D, E j F les milieux des trois côtés AB, AG, BG <^n 
trianèle quelconque, si ou les joint avec les sommets dee 
aog^ opposés f ces ligues se couperont eu O , et on aura 

ÂôV BO V C5% i (ÂB*-*- ÂC*4- BG*). 
C^rollaift, 
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Problème m. 
Fig. 7a. 



Thibrème IH. 
Fig. 73. 

Fig. 74. 
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nëorcme IV. 

Fig. 75. 



Thëorènie V. 
Fig. 76. 



Tbdor.VIetVII 
Fig. 71,70. 

Problème IV. 

Fig. 77. 

PxoMème V. 
Fig. 78 et 79. 



Problème VI. 
Fig. 80. 



Etant donnas de position trois droites qui se rencontrent 

deux à deux, et im triangle , construire, lo un triangle 

équivalent ; ao un triangle semblable, sous la condition 

que cbacun des sommets soit situe sur chacune des droites. 

Les troi« hauteurs d'un triangle qnelconqne , .concourent en 

un même point. 
Autre démonstratîèn. » 
. Observations, Soit ABC un triangle/ et a, ^, c les mi- 
lieux des côtés respectivement opposés aux angles A , B , 
C j si on fo^me avec a ^b , c le triangle a&c, les perpen- 
diculaireii élevées sur les milieux^, 6,c des côtés du 
triangle ABC , seront des perpendiculaires abaissées des 
sommets a , ^, c du triangle abc sur les côtés opposés : 
soient a\ b\ </ lis pieds de ces perpendiculaires , si on 
Arme le triangle a'b'c', les perpendiculaires dont il 
vient cPétre question , diviseront également les angles du 
triangle a'b'c'» 
Le cexftre du cercle circonscrit à un triangle , le point com- 
mun des trois fauteurs et celui des trois lignes menées de 
chacun des angH^s aux mUieux des côtés opposés , sont . 
toujours en ligne droite. 
Si d'un point quelconque pris dans l'intérieur d'un triangle 
équilatéral , on mène des perpendiculaires sur les trois 
côtés , ^leur somme sera égale à la hauteur du triangle. 
On propose la démonstration de ce théorème. Si de» trois 
sommets d'un triangle , on abaisse des perpendiculaires 
siftr les trois côtés , les troisparties de ces perpendiculaires 
entre le point de concours et \ss sommets , valent en 
somme les diamètres des cercles inscrits et circonscrits. 
Si par un point, quelconque O de la droite BE menée du 
sommet B d'un triangle au milieu de la base AG , on tire 
la droite COF, et que par F on mène à AG la parallèle 
FD , les ttms points A , O, D sont en ligne droite. 
Etant données deux parallèles FG , AL , et un point B 
.m hors de ces lignes , on propose dç mener par B une ligne 
BA telle que la différence ËA-— BE soit une ligne donnée. 
Remarque, 
Etant données deux droites AB , GD qui se rapprochent , 
mais qu'on ne peut prolonger jusqu'à leur point de con- 
cours , on, propose de diviser élément l'angle qu'elles 
doivent faire à leur point de rencontre. Seconde solution. 
Etant donnés la base AB d'un triangle , sa hauteur AG et 
le rectangle AC X AE des deux autres c$tés , construire ce • 
tiianglc* 
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Frablème YII* Eiant donnes la base , Ja hantenr et le rapport des denx 

Fig. 8i. autres côtés d'an triangle , construire ce triangle* 

Problème VIII. Etant données la base , la hauteur et la somme des deux 

Fig. 8a. autres côtés, d'un triangle , construire ce triangle. 

Problème DL ' "Etant données la base , la hauteur et la différence des deux 

Fig. 83. autres côtés d'un triangle, construire ce triangle. 

Pro]}lème X. . Etant donnés la base, la hauteur et l'angle du sommet d'un 

Fig. 84. triangle , construire ce triangle. 

Problème XI. Etant donnés la base , l'angle opposé et la somme des deux 

Fig. 85. autres côtés d'un trîaiigle , construÎM ce triangle. 

On propose ce problème : Etant donnés la base , l'angle 

opposé et la différence des deux autres côtés d'un triangle, 

construire ce triangle. 

Problème Xn. Etant données les longueurs des trois droites AM, BM% 

Fig. 86. CM", menées des sommets des trois angles d'un triangle 

aux milieux des côtés opppséi , construire le triangle. 

Théorème Vni. Dànonstratîon noUYelle du qttarré de l'hypoténuse. 

Fig. 87. Remarques» 

Théorème IX. Les deux droites BF , CE , ainsi que la perpendiculaire Al> 

Fig. 88. abaissée du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle 

ABC sur l'hypoténuse BC, se coupent en un seul point O. 

Théorème X. Démontrer les deux formules 

Fig. 80. » —a — ,» 

^. BC = AB -f AC Hh aAB X AD. 

Remarque, • 

Problème Xm. Elever une perpendiculaire à l'extrémité d'une droite qu'on. 

Fig. 90. ne peut prolonger. 

Théorème XI. Si des deux centres A et B , et avec les rayons AP , AQ , on 
Fig. 91. décrit des arcs qui se coupent en P et /i , Q et ^ , 10 les 

points Q, P, /i, q sont en ligne droite ; ^^ les droites, 
* AB et Pp, AB et Q^ se couperont à angles, dirait* 

en deux parties égales au point M, et les parties QP 
qp seront égales. 

Corollaire, ' QM*= ÂQ*— ÂM* . 

Tliéorème XII. On a AQ*= AP*-*- PQ*4- Pp X PQ. 

Théorème XIII. On a ÂQ*= ÂpV jÏQ ~ 1^ X pQ. 

Corollaire. Dans un triangle quelconque , un côté quel- 
conque est à Id somme, des deux aatfes côtés , comma 
la différence de ces côtés est k la différence ou à la 
somme des segmens que f^it sur ce côté la perpendi- 
culaire menée de Tangle opposé , suivant qu'elle tomb^ ■ 
en dedans ou eu dehorc^ du uiançle. 
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t^roblèitie XIV. DaiuTnà tnangle ëqti^téni], inscrire tiû hexagXMiè hSgnlier; 

Théorème XIY* 5i ies trois 'c6tës d'un triangle on leurs prolopgemens 

"fi^, 93. font coupes par tme transrersale quelconque indéfinie , 

il y anra sur la direction de chacun fies côtes du 

tinangle , denx segmens fohnés par la transversale , et 

tels^ qoe le produit de trois d'entre eux , n'ayant au- 

cnne cKtrânité commnne, est ëgal au produit des troit 

antres. 

Thëorèflie XV, Si par nn point quelconque pris dans te plan d'un triangle y 

Fig. g3. * ùtL màne sur dkacnn des côtes une transversale qui passo 

par IHmgle oppose, ôil obtiendra sur cbacun de ces 
côtés, deux segmens teb, que le produit de trois d'entra 
eux ; n'ayant aucune extrémité coilhnune , sera égal au 
pirodnît dt$ trois autres. 
*Bfimarque et Coroliaires I et IL 
« 

Division dês Triangles • 

Problème XV. Diviser nn triangle eh dènx parties qui soient entre elles dans 
Fig. 94 » 9$» nn rapport donné, i»par nneJigne partant du sommet 9 

v» par une ligne parallèle k l'un des côtés. 
Problème XVI. Partager un triante en trois parties équivalentes, i® par 
Fig. 96 ) 97 } -98 » ^f^ droites qui partent d'un point donné sur un des 
99. côtés j a* par des droites qui partent d'un point donné 

dians l'intérieur du triangle* 
Problème XVII. Etant donné nn trianf^e ABC » trouver dans sa surface 
Fig. ipo* • un peint F tel, que les lignes tirées de ce point aux 
' trois angles , partagent le triangle en trois plurtics équi- 
valentes. 
PtoblèmeXVHI. Partager nn triangle en denx parties proportionnelles par une 

Fig. loi. ligne EF perpcndiciilaire h la base. * 

^Problème XIX« Partager tm triangle par une droite minimum en deux 
Fig. 10% parties qui soient entre elles dans un rapport donné. 

On propose de ' diviser >un triangle scalène en quatre sur- 
faces équivalentes par deux lignes perpendiculaire 
entre elles. 

Sur les Figures à quatre' côtés. 

Théorème XVI. SI l'on joint deux à deux les nailienx dès côtés d'un qua*^ 
Fig. loS. drilatère quelconque , la figure résultante sera un parais 

lélogramnfe. 

^béorème XVQ. Soit EFGH un quarré inscrit ; inscrivons dans ce quarré 
Fig. 104. le quarré IKLlMji , dans c!ë dernier Ir quarré PQRS, et 
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«îiiii d««iille : la limite de la «oqune de tous ce^qnarrél 
est le qaarrd circonscrit ABCD. 
Problèii« XX* Euiit donnée la différence AG entre la diagonale èl le côté 

Fig. iq5. d'nn qnarré, construire ce quarré. 

Théor.XVm. Soit un quadrilatère ABCD : si on prolonge les eôlés 
Fig. 106. AB , OC i AD , BC jusqu'à ce qu'il» se rencontrent en F 

«t G 9 on aura un autre quadrilatère ABFGGDA , ayant 
les trois diagonales AC , BD » FG qui se coupent deux à 
deux, savoir , BD , AC en / , BD , FG en *, AC, FG 
en ^ } . et ehacune de ces diagonales est coupée par les 
deux autres en segmens proyortionnels. 
Corollaires let II f 
Problème XXI. Etant données quatre droites , telles que la somme de trois 
Fig. 107 y 108. d'entre elles, soit plus grande que la quatrième, construire 

un quadrilatère inscrit dont ces droites soient les côtés , 
sons Ja restriction que deux d'entre elles soient assignées* 
comme côtés opposés. 
Théorème XIX. L'aire d'on quadrilatère est égale à la moitié du prodoit de 
Fig. 109. la somme de ses deux diagonales , par le sinus de l'anglo- 

qu'eUes comprennent. 
On propose , i« de démontrer que si deux quadrilatères 
ont deux diagonales égales , et faisant entre elles le 
* même angle , quelle que soit là manière dont elles se 
coupent , ces quadrilatères seront éqnivalens ; a» de cir- 
conscrire à un quadrilatère donné un autre quadrilatère , 
de manière que les côtés du premier , adjacens à un côté 
do second ^ lui soient également inclinés. 

Division des Quadrilatères. 

Problème XXQ. Pîriser un quadrilatère en deux parties qui soient entre 
Fig. iiOy III. elles dans un rapport donné, de maniite que la ligne 

de diyisiqn soit parallèle à un des côtés du quadri- 
latère. 
ProblèooLeXXIU. Diviser un quadrilatère en deux parties dans le rapport. 
Fig. lia. dem k n par une droite perpendiculaire à l'un de ws 

, côtés. 

Problème XXiy. Partager le quadrilatère ABGD par une ligne DE partant 
Fig. Il 3. du sommet de l'angle D , de telle sorie que les deux partiel 

■ ACDE 9 EDB jM)icn( dans le rapport de 1» à 12. 
Problème XXV. Partager je quadrilatère ACDB en deux parties qui soient 
t Fig. 1 13. dans le rapport de m à n , et dje manière que la ligne 

de division parte du point M donné sur le côté AB. 
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Problème XXVI* Divîfer ntk qnaârilatère en trois surfaces ëqulvalentes par des 

Figi 1 14< lignes tirées de Pun des angles. 

Probl. XXVn. Diviser an qnadrilat^e en trois sarfaces équivalentes par des 

Fig. 1 15, lo. lignes menées d'nn point E pris sur Pun des c6tés. 
Probl. XXVÏll. D«> sommets de déni angles opposés d'un quadrilatère , 
'S'ig. ii5, a®. -mener deux lignes qui se rencontrent, et de leur interseco 

tion nne autre ligne, ensorteque les trois surfaces résul- 
^ tantes soient équivalentes j» 

Du Cercle, 

Théorème XX. Si on fait tourner le système des deux tangentes Tf , Tt' dans 
Fig. Ii6f. le plan du cercle mit', de manière qu'elles soient toujouis 

touchées en t et t' par le cercle tmt', le point T de con- 
cours décrira le cercle concentrique TNT. 
Problème XXIX. Mener par un point pris dans un cercle une corde égale h 
Fig. 117. une ligne donnée plus petite que le diamètre de cececcle, 

Problème XXX. Deux cercles étant donnés de grandeur et de position , 
Fig. 118. les couper par une droite, de manière que les parties 

interceptées soient égales à une ligne donnée , cette ligne 
p'éiant pas plus grande guç le diamètre du plus petit 
' cercle , ou de manière que ces parties «oient dans un 

rapport donné. 
Problème XXXI* Si Ton suppose qu'une ligne MT tourne de manière 
Fig> 119' qu'elle soit toujours touchée dans le même point M 

. par la circonférence AMB , trouver la courbe que deV 
crit dans ce mouvement, un point N donné siir la 
tfingente. 
Probl. XXXII. Trouver sur le cercle un point de tangence M , tel , que les 
Fig. 120. parties MR. , MR' comprises enire ce point et deux axes 

. perpendiculaires qui se coupent au centre , soient entre 
elles dans le rapport donné de n h m. 
Probl. XXXIII. Trouver l'expression de la surface comprise entre deux cir- 

Fig. I3T. conférences concentriques. 

Probl. XXXrV. Lf diamètre AB d'un demi-cçrclè AMB étant divisé en deux 
Fig. laa. parties quelconques AD, DB^ sur ces parties comme 

diamètres , soient décrits deux demi - cerdes AND , 
DLB ; on demande un cercle équivalent à la surface 
ANDLBMA. 
P^pbl. XXXV. Etant donné un cercle , trouver quatre autres cercles dont 
Fig. ia3. la somme des surfaces soit égale à celle du cercle donné, 

et dont les rayons soient entre eux cofupie les lignes àAi 
piées a f bf c ^ d. 
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Prob. XXXVI. Diviser ]a circonférence d'un cercle tn quatre partieé 
Fig. ia4- ^ale&, en ne faisant usage que da compas. 

Remarques, 
Probl. XXXyiI. Diviser une circonférence en huit parties ^ales, en ne 

Fig* ia4* faisant usage que du compas. 

Frobl. XXXVIII. Diviser une circonférence en douze parties égales , en n« 

Fig. ia4- faisant usage que du compas. 

Problème XXXIX. Trouver les racines quarrées de tcms les nombres entiers , 

Fig. isi5 , ia6. en ne faisant usage que du compas. 

Problème XXXX. Dans un cercle d^un rayon donné , trouva, en ne faisant 
Fig. 137. usage que du compas, un* corde qui diffère peu du 

quart de la circonférence rectifiée. 
Remarque, 
Problème XXXXl. Etant donnés trois points non en ligne droite , déter- 
Fig. 1389 139^ i5o. miner tous les* triangles équilatéraux dont les côtés 

passent par ces points \ assigner le plus grand et le 
plus petit. 

Des aires du Cercle , du Secteur et du Segment. 

Probl. XXXXU. Trouver Paire d'un cercle dont on connaît le rayon. 
Probl. XXXXni. Déterminer Tai^ d'un secteur dont Parc est de n grades 

« et dont le rayon = r. 
Probl. XXXXIY. Calculer l'aire du segment dont l'arc est de n grades , et 

dont le ra;|pon = r. • 

Des contactsi, des Cercles, 

Probl. XXXXy. Etant donné un cercle , -on propose de lui mener une 

Fig. i3i. . tangente sous un angle donné avec une ligne dvnnée. 

Probl. XXXXYI. Décrire un cercle tangent au point4) d'une ligne donnée, 

Fig. i33. et qui passe par nu point M donné. 

Probl. XXXXVII. On donne le rayon d'un cercle et on propose de trou- 
Fig. i33. ver la position de son centre, sous la condition que 

le cercle touche les deux droites données et non pa- 
rallèles AB , AC. 
Prob. XXXXVm. Mener une tangente conmiune «À dieux cercles dont les 

Fig. i34 , i35. centres et les rayons sont donnés. Autre solution. 

Pn>bl. XXXXIX. Décrire un cercle d'un rayon donné qui passe par ua 

Fig. i36. peint ddnné et qui touche une droite donnée. 

Problème L. Décrire un cercle qui passe par deux points donnés et qui 

JTig. 137. touche une droite donnée. 

On propose de trouver sur une (Lroite donnée le lien du 
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Problème LI. 
Fig. 138,130. * 

Fig. i4o. 



Théorème XXIL 
Fig. t4i. 



PxoblèmeUI. 
Fig. i4a, 143,1 

Problème LUI. 
Fig. 144. 

Problème LIV. 
Fijg. 145', 146. 



PréU^me LV. 

Fîg. 146. ^ 
Problème LVI. 

Problème LVII. 
Fig. 147, !• et a®. 
Problème LVilI. 
Fig. 148, 149, i5o^ 

i5i. 
Ffoblème LI^C. 
Fig. i5a. 



MMBOÉet du plof gx2|^d angle ddnt 1^ c^tës paiseiit par 
deiii points doimés. 

De'éidsd n« cercle qni passe par un point donné , et 
qû S(>it tangent à deux droites données. Anue «o«- 
Intion. 

Si q«att6 loecciss touchent cbacnn eztérienrement on in-' 
térieurement trois côtés d'un quadrilatère quelconque 9 
Us centres de ces cercles seront sur une m^me cir-^ 
conférence. 
Remarque^ 

On pro|bfie .de démontrer que si les côtés d'un qnadri- 
tèxe circonscrit louchent une ciçconférence aux som- 
mets des angles d'np quadriJttère inscrit , leurs diago- 
nales se Gonperont toutes au même point. 

1^. Si lV>n»mène une tangente Al'T' aux deux cerclas 
qni eut pour centres G et C\ tangente qui rencontrera 
en K la ligne des centres Ç'C , et que par les points 
de tangence t et t' du cercle G" arec les cercles G 
et G', on mène nne droite tf, cette droite ira passer 
par le point K dans tontes les positions du cercle tan- 
gent G", a". Si pmr le point A on mène les sécantea 
Hm'm 4 "Rn'n , les miatre points m\ m,n,W seront sur 
une même circonférence. 

Inscrire dans un cercle donné trois cercles qui le toudient 
et qA se touchent entre eux. Autre solution par le 
compas seulement. 

Du centre A décrire un cercle qui touehé les trois cercles 
inscrits ]^r la construction précédente et dont les centres 
8ontP,Q,R. 

Inscrire au moyen dn compas , dans un cercle d'un rayon 
donné , quatre cerqles qui Ini soient tangens , et qui 
soient tangens entre eux. 
Remarque. 

Du centre A décrire un cercle qui touche ks quatre qui 
résolvent le problème précédent. 

Décrire un cercle tangent à trois droites données qui ne 
soient pas toutes parallèles. 

Décrire un cercle tangent à deux droites données et à nn- 
cercle donné. 

Décrire un cercle qui passe par un point donné et qni 

^ soit tangent à i^ne droite et f }fa cercle donnés ds 
position. 

Décrire un cercle tangent à une dxoite et à deux cereles 
donnés* 
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Problème LX. Décrire un cercle qui passe par deux points donnés ec 
Fig. iS^9 i54k qui touche un cercle éooaé. 

Remarqfic. 
J^rabUme LXI. décrire un oercle qui pnsie par on point donné et qui 
#if . i34 9 155 y i56* aoîl tangent à ^euk cercles donnés. Antre solution. 
Problème LXII. Décrire un cercle taagnit à troia cercles donnes. Auire 
Fig. i57 y i58^ iSg, solution. 

i^. Memarque, 

Théorème XXIII. Soit ABC «n triangle <|ueko^qiie inscrit dans un cercle ; 
Fig. i6ii si fàx diacna des somnett ott nène une ti^geuM pro- 

loB(;ée jusqn'à larenoontve des càUs opposés ena^b, c, 
les trois points a , i, o seitont en ligne droite. 
Théorème XXIV. Soît le qaadrilatère inscrit ASCD , si Ton prolonge les 
Fig. i6a, côtés opposués AB,CD jusqu'à leur rencontre en m, 

ies irams oélés opposés AI| , BC jnsqulk knr rencoutro 
SB #1 , éc qu'on . mène par les extrémités des diagonales 
A€ , BD les tangentes Ap etCp^Bq et D^ Jes quatre 
^nts fn^n^p,^ «ont en ligne droite. 
TkéMèaaè XXV. Soient A, B^C les centtvs de trois cercles tracés dans, 
fig. i6S. ma même plan j concerOns qu'on mène des droites 

* qui touchent ces oerdee deux k deux extérieurement , 
et soient a , 6 ^^ les points où ces tangentes coupent 
les lignes des centres prolongées , c'est4[-dire , soit a 
le point ob la ligne des centres fiC est rencontrée 
par la tangente «xtésieure aux cercles B et G , et ainsi 
des autres , les trois points a , 6 et c se trouveront en 
ligne di<Dite. • • 

Théorème XXVI. Soient les taugi^otes intérieures TT', tt^. r*t^, et soient 
Fig. i63 y y64* ^\ ^i ^* ^B points dans lesquels elkes coupent respec- 

tivement les lignes des centres; i* les trois transversales 
Ait% B&\ G«'«e coupent en un na^me point D j y» les 
points h'afc, cV6, c*b'a sont en ligne droite. ' 
ThëorÂme XXVn. Soit un demi-eeiole AB ; soit G un point quelconque de * 
Fig, i55| i6S, i^et son^diamèuc ; construison» sur les segmens AG » GB 
99. les deux demi-oercles AGC, GMB j du point G élevons 

CD perpoidiculaire sar AB , et décrivons les cercles 
GFE , MLN qui touchent de. part et d'autre cette per- 
pendiculaire et 4es arcs des demi-cèrcles j je db qtfc ces 
deux cercles seront égaux en^ eux. 

Questions à résoudra. 
Fig. 167, 168,169, 
170,171 , 10 et a?; Voyez les énoncé^ , pages 160 et 161. 
? 73, 173. * 
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Des Périmètres et des Aires de quelques Poly^ 
gones réguliers/ Quadrature de quelques 
espaces limités par des arcs de Cercle et 
des droites. 

Théorème XXVni. Le côte' da triangle bilatéral circonscrit est aR y^S ^ R 
Fig< 174* e'tant }fi rayon dn cercle inscrit. 

Théorème !(XiX. La troisième proportionnelle am périmètres da triangle 

é^ilatéral et du qnarrë circonscriu à on cercle , est 
égale à la troisième proportionnelle aux périmètres 
du. triangle éjnilatéral et du qnarré circonscrits à ce 
même cercle. 

Théorème "XXX. L^aire troisième proportionnelle ans aires dn triangle 

équilatéral et du qnarré circonscrits , est égale à Paire 
troisième proportionnelle aux aires du triangle équila- 
téral et dn qnarré inscrits à ce cefele. 

Théorème XXXI. L'aire troisième proportionnelle aux aires de l'hexagone 

et de Poctogone inscrits , est égale h l'aire troisième 
proportionnelle à celle du triangle équilatéral et du 
qnarré circonscrits. 

Théorème XX^^IL L'aire du dodécagone inscrit est égale à trois fois le qnarré 

dn rayon. 
* Corollaire et remarque. 

Théorème XXXin. Le qnarré du c6té du pentagone régulier inscrit dans un 
Fig. 1 75. cercle , est égal au c^arré du côté de l'hexagone, plus au 

quarré du côté du 4écagone. 

Théorème XXXIV. Si sur les trois côtés d'un triangle ABC rectangle en A, on 
Fig. 176. décrit des demi-circonférences B/itoC, CM A, BNA» 

on aura aire CmAM H* aire BnAN = aire BAC. 
Remarque. 

Théorème XXXV« Si deux cercles de rayons égaux se coupent en A et B , 
Fig- 177» et qu^de l'un des points d'intersection A, on mène une 

ligne AC qui coupe l'arc intérieur en E ^ et l'arc exté- 
rieur en C , l'aire mixtiligne EmBnCE sera égale à celle 
du triangle EfiC. 

Théorème XXXVI. Si deuxeercles de itiéme rayon se touchent en C, et que 

Fig. 1 78. par le point de contact on fasse passer un troisième cercle 

de même rayon, l'aire AFCEDNBMA = aire ABGP. 
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Division des Surfaces. 

ProbUmc LXIII. Diviser le pentagone irrégolier ABGDE en trois snrfacet 
Figv 179. épiivalentet par deslignesames du point O dMiné tnr 

le côte CD. 
Ph)blème LXTV. Diviser la sorface dn pentagone ABGDE en trois portions 

Fig. 180. équivalentes par des lignes tirées de Tangle D. 

Problème LXV. Diviser la surface du penugone ABCDE ea trois portions 
Fig. 181. équivalentes par des lignes tiré^ des points O et P don- 

nés sur le côté CD. 
Pi«blème LXVI. Diviser la surface du pentagone AfiCDE en deux portions 
Fig. i8a. qui soient entre elles dans 1» rapport de m hn, avec 

cette condition que la ligne de division parte du som* 
iket de Tun des angles. 

* 

Problème LXy^. Diviser jm polygone quelconque en un certain nombre 
Fig. i83. de surfaces équivalentes par des lignes parallèles à un 

des côtés du périmètre. 
Probl. LXYIII. Diviser en 'deux surfaces équivalentes le polygone 
Fig. 184. ABCDEF par une droite RA' parallèle à une droite 

xf donnée de posidon. 

Sur les Plans. 

Problème LXIX. Par une oroite donnée dans l'espace^ mener un plan pa* 

rallèle à une droite donnée de position.' 
Théor. XXXVIL ^Si un plan et une ligne sont perpendiculaires à un plan, 

. le plan et la ligne sont parallèles. . 
Théor. XXXVni. Si un plan est perpendicnïure à nne ligne , il est perpen* 

diculaire à tout plan mené par cette ligne. 
Tbéor. XXXIX. Si parallèlement à une droite donnée de position , on mène 

deux plans qui se coupent, Tintersection de ces plans 

sera parallèle à la droite. 

Corollaire. 
« 

Théorème XXXX. Si par la diagonale d'un parallélogra^ime on mène un 

plan dans une position quelconque , et que par les sou- 
mets des angles (fu parallélogramme opposé à cette dia- 
gonale , on mène deux perpendiculaires au plan , ces 
perpendiculaires seront égales. 

Théor. XXXXI. Soit GN l'intersection des deux plans NM , Nm ; soit 
Fig. i85. A un point situé hors de ces plans ^ soient AP, Ad 

les dent perpendiculaires abaissées de ce point sur 
les mêmes pliTns ; je dis que l'angle pAP formé par 
ces deux perpendiculaires, est égal à celui que font 
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entre eux les plaxit NM , "Nm , et ^^aînsi il est la 
intSQre de l'angle dièdre ou de l'angle des deux f^ans. 
Corollaires I , II fft III. 

IfsQlàkm» l/XX» TroiiAU^iJas courlç dUtattce «nire deux droite^ qui ne 
Jfig. i^. sont pas dans un même plan. 

On pr€{KMe la solution des qnestions^uiyantes qui ne sont 
paa ihione^ dans l'ouTrage. 

IiCs angiet formas par une droite quelconque , avec det 
plam parallèles , sont ^uz. 

Si par un point d'une droite on mène un plan perpendi* 
^ eolaire à cette droite , et des perpendiculaires à cette 
dfoite , ces perpendiculaires seront dans lé plan. 

Xhie dnwte est perpendiculaire à un plan , lorsqu'elle 
forme des angles égaux avec trois droites menées par 
son pië, dans le plaa.^ 

Par uo point pris sur une droite ou Lors d'que droite^ 
mener un plan perpendiculaire à cette droite : on n'en 
peut mener qu'un. 

Deux plans 'sont parallèles ,lorsqii'étant perpendiculaires 
chacun à une ligne droite , ces deux droites sont paral- 
lèles : si les deux droites ne som pas parallèles , les plans 
sc'CQupent. 

Lorsque par plusieurs po|^ d'un même plan MN , on 
mène hors de ce plan des droites égales et parallèles , 
les extraites de ces droites sont' dans un même plan 
parallèle au plan MN* • 

Si on A dans un plan MN deux droites, parallèles et iné- 
gales AB , GP ; que par les.«ztrémités A et fi , C etl> 
on mène^^hors du plan quatre parallèles AA^ BB', CC^, 
DD', Cl qu'on prenne AA' = BB', je dis que tout plau 
mené par A' et B' coupera les parallèles CC^ PD'. à 
même'hauteur an* dessus du plan MN j en second lieu, 
si on prend AAr= BB', CC = DD'^ les quatre point» 
, • A^ B', C'y ly seront dans un même plan 

Lpraqu'ime droite est parallèle à un plan MN, si par 
uni point j^elcouque de la droite , on mène un plan 
paraU^ à MN , la droite sera toute entière dans la 

; plan parallèle. 

•Lorsqu'une droite est parallèle à un plan MN , si par un 
point de ce plan on mène une parallèle à la droite , éUa 
sera toute entière dans le plan MJf . 

Lonqu'one droite n'ast pas perpendiculaire h un plan 
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MN » ^ ne peiu mener par cette droite qu^an seul plan 
perpcndtcnlure À MN. 
Lorsque par le milieu d*unedroite on mène nn plan per- 
• ^ndîcalaire à cette droite, les distances de chaque poimt 

dtt pian ans extremis de la droite , sont ëgaks , et les 

pointa, de ce plan sont les settls qui jouissent de cette 

prepriëlé : si ka distancesde trois points non en Kgne 

îdmke ««x ectrëmit^ d'une droite; sont égales^eux à 

% deos . le fiiui conduit par eea trois points sera perpen» 

diculaire à la droite et passera par son milieu. 

Jfota. J*el»erverai qoe f ordre dans lequel nous areiii 

préBenté ces ënoBC^, nVat pas nécessairement celui 

dans lequel on i^knt les dëi&ontter. 

IntM^/fiion à la Géométrie descriptive. 

•Fig.i87>f68^f8g, Motioas préUminaireC 'Ëlémens de pontion d^nnpoîift 
i^ ; 191 > 193* ^^s ^^ IP^ f d*M l'espace -^ ëiémens.de position d'une 

-droite dans Tespace j décHiire grapkiquement de deoK 
de ses pri^ciioBs , la lonfuenr d'nne droite de l'espace; 
formule qm exprime cette longueur a« moyen des cooi'^ 
données des pointa extrâoaes^ceqne denent cette fomiaile 
lol«qn'uae-des extrémités est l'origine des coordonnées, 
rbéor. XXXXI2» Le quatre de l'aire d'un triangle est égal à la somme dtà 
Fi|^ 193. 'quarrés àe% «tires des trois projections de «a surface 

aiir lea plans coordonnés. 

Théor. XXXXIU. L'aire de la projection d'un triai^e est égale à celle du 

^ig. 19$. z^. triangle, multipliée par ie cosinus de l'angle fait par le 

« triangle et sa projection. 

Théor. XXXXrV. Si on prcqette une surface pjanequeloonque sur un autre 

Fig. 194* 91^ • - p^n par despel^endicnUires abaissées des sommets sur 

le plan de projection , la projection de cette surface sera 

^ale à son aire moltipbée par le cosinus de rângle^ntff 

les deux pions* 

. Remarques» 

Xbéor. XXXXV* Si on projette n%$ saiface 'plane quelconque sar trois 

Fig. 195. plans rectangulaires , la somraedes quarrés des aires dé 

ces projections est égale au quarré de l'aire «le la figure 
proposée. 
Frd^dème LXXL Détermmer les points dans lesquels mie droite de l'espace;' 
. Fig. 196. .prolongée indéfiniment , perce les plans horizontal et 

vertical de projection. 
problème LXXQ. Etant données les projections d'il}i point de Tespaee sur 
Fis* '97* c^^itt des trois plans rectangulaires , en déduire les 
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projections du même ^int fOr deux nonTeanz plaoi 
rectangulaires donnés de position par rapport ruz pre- 



miers. * 



Problème LXXin. Trouyer la position et la granâfcnr du cercle intorsec- 
^ Fig. 198. tion d'une spbère donnée par un plan donné de po- 

sition. 
Problème LXXIT* Trouver le centre et le rayon d'une spbère assujétie à 

i^ig* 199* passer par qpatre points donnés. 

Problème LXXV. Trouver l'intersection de deux sphères dont lès centres et 

Fig. aoo. les rayons sont donnés. 

Problème LXXVI. Trouver les points d'intersection de trois sphères dont on 

Fig. aoi. connaît la position des centres et les rayons. 

Fig. aoa, ao3. Notions sur les surCaces gauches. 



Sur la i^Bttii<£e inangulaire. 



Théor. XXXXVI. Trouver le volume d'une pyramide triangulaire, en adop- 
tant la décomposition de M. Legendre, 
Problème LXXVII. Trouver le volume d'un tronc de pyramide , le plan sécant 

étant parallèle à la base. 
*Théor. XXXXYII. La solidité de toute pyramide triangulaire est le tiers de 
Fig. ao4 9 ao5 , ao6. celle du parallélépipède circonscrit. 

Remarques, Enonce de deux antres propriétés. 

Théor. XXXXVm.Si dans un tronc de pyramide triangulaire ABGA'B'C'y 

Fig. 307. on prolonge les côtés BA et B'A' jusqu'à leur rencontre 

en L , les côtés CA et C^A' jusqu'à leur rencontre en 

' M , les côtés GB et C^' jusqu'à; leur rencontre en N ; 

qu'ensuite on mène les diagonales ABV BA' .qui s« 

coupent en l , les diagonales CA',*C'A qui se coupent 

• en m , et enfin les diagonales BG^ B'G qui se coupent 

. en ra , les six pdfaits îj,My^ , l,m, n sont dans un 

même plan. 

Probl. LXXVIIL Etant données les faces d'une pyramide triangulaire , 

Fig. aoS. trouver sur sa base le pié de la perpendiculaire abaissée 

du sommet , et cette perpendiculaire eniongaeur vraie , 
en ne faisant u^e que du compas. 
Théor. XXXXIX. Les volumes de deux pyramides qui ont un Ingle trièdro 
Fig. aog. ^%^^9 *ont entre eux dans le rapport des produits des 

arêtes contigué's à cet angle. 
Théorème L. Si sur chacune des arêtes qui partent du sommet A d'une 

Fig. aïo. pyramide triangulaire, on prend à volonté des points 

nty n, p pour former le triangle mnp sur la surface 
de la pyramide ; et qn'ayaat supposé les diagonales Bn 
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«t Cm ; Cp et Dn , Dm et Èp , on mhne encore par 
a le sommet A et les points d^intersection D', B', C de 

B/i et Cm , Cp et Dn , Dm et Bp , ies trnnsyersales 
Atf yi Ai/f Aa'y démontrer , lo que Jes transyersales 
"Da y "Ba'^ Ca" se couperont toutes en un méine point 
A^ de la base BDG ; a^ que les quatre transversale! 
AA% BB^, ce, DD' se couperont anssi en un même 
point K de Fespace^ 
Problème LXXIX. Etant domines deux faces et une inclinaison non com- 

Fig» 31 T. prise , construire la pyramide. 

Problème LXXX. Etant donnéeir deux inclinaisons et la face adjacente ^ 
Fig, aia> ai^. trouver la troisième ar^ de la pyramide, c'està-dite » 

ka deux ancres faces, 
^[problème VSXXl. Connsussant danft «ne pyramide deux faces et rinclinai- 
Fig. 91 4* Bon comprise, détehainer la troisième face. 

ProblèmeLXXXn. Etant données les. trois faces d'une pyramide , trouver 

Fig. SI 5. les trois inclinaisons; ^ 

Probl. LXXXIIf. Etant données toutes les arêtes d^nne pyramide , la 

Fig. 30I. construire. 

Théorème LI. «Si par le fiomaiet d'un angle trièdre, on mène des droites 

Figb ai€L perpendiculaires à ehacuhe de sesface^ , 1^ pians qoi 

contiennent cfes lignes deUx à deux, form<tfront un nou- 
vel an^ trièdtoe datif lequel les angles entre les arêtes 
seront égaux aux indinaifiona des faces du premier , 
et les angles entre les arêtes de celui-ci seront égaux aux 
iiiclinais<lns àe» faces du nouvel angle trièdre. 
Remarque. , 

TbéotèiifeB LIL Chacun des six an^es d'une pyramide , savoir, les trois 

angles entre les arêtes, et les trois angles entre les 
faces, a pour supplément l'un des angles de la py- 
ramide formée par trois plans perpendiculaires à ses 
arêtes. L^nne de ces pyraùiides est dite supplémentaire 
de l'autre. 
Corollaire* 
ProU. LXXXIV. Inscrire une sphère dam une p3rramide triangulaire dont 

lias quatre sommets sont donnée. 

Des Polyèdres. 

Hiéorème Mil. Le quatre dé la diagonale de tout parallélépipède rec- 
Fig. a 17. tangle, est égal ^ Ib somme des quarrés d^s trois 

arêtes contiguës à un même angle solide trièdre. 
Corollaires I et IL 
Problème LXXXy. Connaissant les cdtés d'an parallélépipède rectangle ^ 
Fig. a 18. « 
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Théorème LltT. 
Fig. a 19. 



Théorème LV. 

Fig. Q20. 
Th^or.LVIetLVII 

ï^hcoièmeLVm. 
Fig. aai. 



Probl. LXXXyi. 
Fig. çi^2 y aaS. 

I 

Théorème LIX. 
tig. 3a4; da5. 



'ïlieorèmc liX. 
Fig- aa&. 

Théorème LXI. 



Tliéorème LXII. 
Fig. aa6. 

Théorème LXIIL 
Fig. aa;. 
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trouver la diagonale et les angles qn^elle forme avec 

les côtes. 
Corollaire, 
Dans tout prisme qnadrangnlaîrei la somme des quarré» 

des côte's excède celle des*quarrés des diagonales d« 

huit fois le qaarré de la ligne qui joint les milieux dm 

ces diagonales. 
Sur Phexaèdre irre'gulier. 

Corollaire. ' 

.Démontrer les formules 

(AI zh IB)î= Âi^d=B?±: 3Ai* X Bl-f 3AI x 5* 

Soit AfiCDËMN , etc. un polyèdre quelconque ; si Ton 
joint les sommets de tous les angles A, B , etc. avec un 
point S situé «ii Ton voudra , je dis qu'en divisante 
les ligne» SA , SB , etc. en parties proportionnelles , 
on formera un second polyèdre A'B'C'D'E'M'N^ ctc< 
semblable au premier. 

Evalner le volume d'un' solide termine' par un plan hori. 
zontal, par quatre plans verticaux parallèles deux à deux, 
et par un« portion de sur&ice gauche. 

Si par an point quelconque pris dans l'espace, on fait 
passer plusieurs polygones égaux et parallèles chacun à 
chacune deaifaces d'un polyèdre quelconque , et présent 
tant an point la même face qu'elle j la somme des pro- 
duits de Ib surface de chacun de ces. polygones par la 
^rpendiculaire qu'on lui mènerait d'un autre point 
quelconque de l'espace , sera égale à zéro , en observant 
de prendre négativement celles dé ces perpendiculaires' 
qui tombent sur le revers de ces polygones. ( Cet 

' énoncé ne peut être bien saisi qu'à la lecture de la 
démonstration. ) 

Corollaires I et //. 

Les surfaces totales du cône éqnilatéral et du cylindre 
x:irconscrits à une sphère , sont en proportion contmue 
avec la surface de cette sphère. 

Les surfaces, totales du cône éqnilatéral et du cylindre 
équilatère insciûts à une sphère, sont en proportion 
contmue avec la surface de la sphère circonscrile. 

Les volumes du cône éqnilatéral et du cylindre circons* 
crits à une s:phère , sont en proportion continue avec 
ie volume de la sphère. 

Le cône , la sphère et le cylindre de même hauteur, ont 

Jeurs volumes conMUie 1 : a ; 3 , le cône et le cylindre 

ajrant d'ailleurs pour base un grand cercle de la. sphère. 
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Du contact des Sphères. 

Piobl. LXXXVII. Mener nn plan tangent à trou splières données. 
Fig. àa8. 

Prob. LXXXVjn. Tronrer de combien de manières on peut placer une 

sphère d'un rayon donne, pour qu'elle tonclie troî» 
antres sphères dont les centres et les rayons sont donnes. 

Prohl. LXXXIX. Une sphère yariable de rayon se meut en touchant cons- 
tamment trois sphères fixes dont les centres et les rayons 
font donnes : on demande la courbe formée sur chacune 
des sphères fixes par la snite de ses points de contact 
avec la sphère mobile. 

IVobl. LiXXXX» Trouver la courbe parcourue par le centre d'une sphère 

mobile assujétie à toucher constamment trois sphères 
fixes. 
Remarque et énoncés de quelques questions. 

Trigonométrie rectiligne/ 

Kotions préliminaires. Démonstration analytiqnedcs for** 
mules fondamcniales qui expriment les sinus et cosinus 
de la somme et de la différence de deux arcs , et de 
* ^ cette propriété que , dans tout triangle , les sinus def 
angles sont entre eux comme les côtés opposés k cea 
anglis. Il existe une infinité de systèmes de trois nom- 
bres dont la somme est égale nu produit. Si on ne con^ 
^nalt que les trois angles d'un triangle, on ne peut 
détenftiner que les rapports entre les côtés. Démon»* 
trations de ces formules 

sin m + sîn 3m + sîn 5m. -+- etc. = o , 
cos m •+• cos 3to -f- cos 5m -f- etc. = o , 
sin (/•+.^)H- sin (/+ag) H-«in (fi-Sg) + etc. se o, 
<^o$^{f+g) + cos (f-^ag) +cos(/4-3^) -+-etCï=o; 

Probl. LXXXXI. Si dans une circonférence ABCD , etc. , dont le rayon est 
Fig. aag. R , on inscrit nn polygonle régulier d'un nombre n db 

côtés; si on décrit une autre circonférenceconcentriqtie 
d'un rayon r <^ R , et qu'on prenne sur cette circonfé. 
rence un point K ^ volonté , la somme des quarrés des 
distances de ce point à chacun des angles du polygone 
régulier, sera /i (R* -4- r») , c'est à-dire , constante y 
quelle que soit la position du point R. 
Fig. a3q. Autre manière de parvenir aux fbrmuleft fondamentale» 

de la trigonométrie.. 
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Probl. LXXXXII. Tracer nnc figure qui représente les principaux rapportf 

Fig. a3i. existans entre les sinus et cosinus de deux angles pro- 

' posés , les sinus et posinos tant de leur somme que de 

leur différence. 

Frob. LXXXXm. Connaissant trois des cinq parties d'an triangle ^cons- 

Fig. b33. truire géométriquement ce triangle. . • 

On propose la solution de quelques questions qui con- 
sistent à construire un triangle , connaissant trois rela- 
tions exprimées d'aine manière quelconque entre les 
angles et les côtés. 

Prob. LXXXXIV. Démontrer géométriquement la formule 

rig.a33. . 

S étant la surface d'un triangle quelconque ja^b^e, 
ses côtés , et p la demi'somme de ces côtés. 
Théorème XiXlV* Parmi tous les triangles de même base et de mém« 

périmètre , celui qui renferme la plus grande surface 
«st le trianf^e dans lequel les côtés variables sont égaux. 

Construction des Tables des Sinus, tangentes 
et des Logarithmes de ces Lignes. 

Expressions des sinus des arcs de trois en trois degrés , 
calculées sur un rayon égal à Tuniié , et rapportées à la 
division sexagésimale dn cercle. Expressions analognee 
4e quelque ungentes , dans les mêmes hypothèses. 
ponncUes pour calculer de dix en dix secondes les sinue 
de o à loo® ou grades. Exposition des méthodes em- 
ployées au Euieau du Cadastre pour la formation des 
grandes tables trigonomélriques. 

Sur la Trigonométrie sphérique. 

Théorème LXV. Les sinus des angles sont proportionnels aux côtés oppo* 

Fig. a34 ) a35. ses à ces angles. 

Théorème LXVI. a , & , c éunft toujours les .côtés d'un triangle sphérique p 

J^ig> a3$> a3(^ A l'angle opposé au côté «i , on a Panalogie 

cos a = cos b cos c -(- sin & sin c cos A* 

, Corollaires / et II, qui font connaître les principaux 

rapports qni existent entre les côtés et les angles d'un 
triangle sphériqne, rapportt qu'on déduit encore de la 
9onsi^éni;ion du triangle rectjiligne. 
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De ta Pofygonométrie et de la Polyédrométrie: 

Théorème LXYII. Dans tout polygone iJan, chaque côte est égal à la somme 
Fig. a37. de tous les autres multipliés chacuapar le cosinus do 

l'angle qu^il fait ayec ce côté. 
TliéorèmeLXVIII.Dans tout polygone , la somme des côtés multiplif'fl 
Kg. a38. chacun îpar le cosinus de Tanglt que forme sa lîiiec- 

tion pria dans le sens du périmètre , avec une droite 

quelconque uacée à volonté dans le plan de ce poly* 

gone , est égale à zéro. 

Théorème LXIX. Xlans tout polygone, le qnarré d'un côté quelconque est 

Fig. a3g. égal à la spnun# des quarrcs de tons les autres côtés 

multipliés deux à denz , et par le cosinus de Tanglk 
qu'ils comprennent. 
Théorème LXX. Le double de Taire d'une figure rectiligne quelconque , 
Fig. a37 j 339. est égal à la somme des produits de ses côtés , excepté 

un , multipliés deux à deux, et par le sinus de l'angle 
qu'ils comprennent. 
Remarque. 
Probl. LXXXXV. Connaissant dans le quadrilatère ABCD les côtés b,c,d 
Fig. aS7. et les angles A et D , on demande les autres parties 

du polygone. 
Proh. LXXXKVI. Résoudre le pentagone ABCDE. 

Fig. 239. 
Pxob.LXXXXyiI. Evaluer la surface d'un polygone, connaissant l'un de 
Fig. a^o, ses côtés et les angles aux deux extrémités de ce côté 

entre ce même côté et les antres sommets du polygone. 
Théorème LXXI. L'aire ^ l'une des facesi d'un polyèdre quelconque , est 

égale\ la somme des aires de tontes les antres faces 
multipliées chacune par le cosinus de l'angle qu'elle 
forme avec le plan de profection. 
Théorème LXXU* Si Ton nomme base d'un polyèdre l'une quelconque de set 

faces, le produit d'une face par le sinus de son inclinaisoa 
sur la base , est égal à la somme des produits de chacune* 
des auti'es faces par le sinus de son inclinaison sur la 
base , et par le cosini^ de l'angle formé par les com- 
munes sections du plan de la base avec la première 
face et avec celle des faces restantes , qui est prise comme 
facteur. 
ThéoièmeLXXm. Dans tout polyèdre ; le quarré de la moitié de la surface^ 

est égal à la somme des produits de toutes lé» faces mul* 
tipliées deuxÀ deut^ et par le quarré du cosinus de leur 
deinî-inclinaison. 
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Théorème LXXIV* Lft somme des quarrds de tontes les faces d*nn polyèdre/ 

est égale au double de la somme des produits de toutes 
ces faces multipliées deux à deux , et par le cosinus de 
Tangle dièdre quelles comprennent. 
Remarque. 

Théorème LXXV. Dans tout polyèdre , le quarrd d'une face est égal à la 

somme des qaarrés des jau très faces , moins deux fois la 
somme des produits de toutes ces antres faces mqfti- 
pliées deux à' deux , et par le cosinus de l'angle dièdre 
qu'elles comprennent. 

Sur le levé des plans. 

Fig. 34' j^4^>^4^> C® qn'on entend par carte d'un pays, carte topogra- 

^44* pliique ou plan , carte géographique. Du canevas d^un 

plan. De l'orientation d^nn plan. Autre manière de 

former le canevas d'un plan, lorsqu'on ne s^attache 

pas à une exactitude rigoureuse. Du calcul des die- 

tauees à la méridienne et à la perpendiculaire de tous 

les sommets d'un réseau trigonométriqne. Des mé« 

tbodes de cultellation et de développement. Du calcul 

de l'aire d'un* polygone dont oh connaît les distances 

• des sommeu des angles à la méridienne et à la per-< 

pendiculaire. 

Prob.LXXXXVm.Soit un point D élevé qu^on puisse voir de trois autres 

Fig. a45. points donnés E , G, F , et qu'en E , G et F on iiit 

observé l'angle que fait le rayon visuel mené au point D 
avec la verticale 9 trouver la projection du point D 
sur le plan horizontal^ etftn élévation au-dessus de ce 
plan. 
Prob. LXXXXIX. Un obsenratenr placé dans un ballon supposé Gxe , veut 

Fig. a4^> ^^* déterminer sa position. 

Problème C. ' Tracer la projection horizontale de l'intersection de deux 
Fig. a47* surfaces de révolution dont les axes sont dans un même 

plan. 

De la trisection de F angle ou de la courbe 

trisectrice. 

Théorème LXXyi. Soitnn triangle isoscèle ABC dans lequel on ail AB=:BCa 
Fig* 948. et l'angie B plus petit que le tiers de la demi-circonfé- 

rence 9 si du sommet A, avec un rayon = AC, on déciît 
nn arc qui coupe CB en E,, et qu'on joigne A£> le 
Iriangle CAE sera semblable à ABC. 
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Theor. LXXVn. Dans un triangle isoscèle BAC, si da sommet B de l'angJ© 
Fig* 349* intercepté entre les côtés égaux comme centre, avec un 

rayon B£ plus petit que Vun des côtés égaux, et plua 
grand que la perpendiculaire BO 9 Ton décrit un arc dé 
cercle EIVIR, qui coupera nécessairement CA en deux 
poinu N et I , je dis qu^on aura AI = GN. 

Tbéor. LXXVIII. Soient les deux triangles isoscèles semblables ABC, CAE, 
Fig. a5o. qui sont ceux.de la figure a48 , si du sommet B comme 

centre , avec BA comme rayon , on décrit la demi-cir- 
conférence ACOR, et que Voû prolonge le côté AE 
jusqu'à la rencontre en O de' cette demi-circonférence , 
l'arc ACO sera triple de AC. 

TlM^rëme LXXIX. Si du point A comme centre, avec AB=BC comme rayon, 

Fig. aSo , aSi , a5a. on décrit la demi-circonférence filDM , et si Pou pro- 
longe BC jusqu'en P, on aura PE = BC. 

Théorème LXXX. Si du peint A comme centre, avec le rayon AB =:BC , 
Fig. aSi 9 aSa. on décrit la circonférence BIDMB qui coupe aux 

points P et B , la base CE du triangle isoscèle CAE , on 
'aPE = BC. 

Fig. a53 , a54 > ^55. Génération et description par nn mouvement continu , 

de la courbe trisectrice et d'une autre courbe simultanée. 
La trisectrice donne la .solution graphique de ces deux 
énonce: i^. Etant donnée la corde d'un arc, trouver 
celle de l'arc triple, a^. Connaissant la corde d'un arc 
trouver celle de sou tiers. Traduction alge'brique de cette 
dernière question. . 

Du problème des tangentes aux courbes du 
premier ordre ou aux lignes du second 
degré. • 

Fig, a56. Trouver l'équation d^ la tangente en un point donné 

d'une courbe du premier ordre., rcpi;ésentée par l'équa- 
tion la plus générale du second degré entre deux T&- 
riables. 

Corollaire. 

NOTES. 

Ffg. 357. A«tre solution de cette question : Etant données W surfaces d'an 
polygone régulier inscrit et d'un polygone semblable circonscrit , 
trouver les surfaces des polygones inscrit et circonscrit d'un nom- 
Jbre doubU d^ côtés. 
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Fig. a58, AofK d<lmon8tratîon de cette proposition : Lé qtfarré de Thypot^ 
Base est ég/si à la somme des quariës consuuits sur les deux autres 
^ côt^s de Taugle droit* 

Fig. 259. Soit un triangle quélcontjue ABC j que sur les côtés AC et AB , om 
consttuise deux parallélogrammes quelconques CE, BF; qu'on en 
prolonge les côtés DE^ KF jnsqu^h le or rencontre en H j que par 
H et par A on mène la ligne -^HA prolongée jusqu'à la text" 
«outre de BCeuL^ qu'on prolonge At de LM=HA, puis 
qu'on construise fe parallpTdgranme BK dont le côté CN soit 
égal et parall^e à LM ; je dis que l^aire de ce parallélogramme 
est ^ale à là somme des aires des parall'éTogrammes BF et CE. 
Fig. a6o. Soit ASA' un triangle auquel! est inscrit un cercle dont le o«itro 
est 2 y et qui en toucbc les côtes SA/, SA', SA" en t , t% t" ; au 
même triangle soif ex-inscrit un autre «ercle dont le centre est Z 
et qui touche en T , T^ les côtés SA , SA' prolonges , et en 
T'' le côté AJt : il s'agît de démontrer les propriétés suivantes : 
I*. ST est le demi-contour dvL triangle^ et AT, St , At sont 
respectivement les excès dif demi-contour sur les côtés SA, 
AA', SA'. 
a«. Le rectangle des excès du demi-contour, sniv les deux côtés d*nn 
angle, est égal au rectangle du rayon du cercle inscrit à ce 
triangle , et du rayon de celui des cercles ex-inscrits à ce triangle» 
qui est situé dans le même angle. 
3<>. Le rectangle des denx côtés d'un angle , est égal an rectangle 
des distances de son sommet ab centre du cercle inscrit et au 
centre de celui des cercles ex-inscrits, qui est situé dans le même 
angle. 
4*. Le rectangle de deuï côtés d'un angle, est au rectangle du demi- 
contour par Te^ès du demtvcontour sur le côté opposé à cet 
angle , conmie le qaarré du rayon est an quarré du cosinus de la 
mditié de cet angle. 
50. Le rectangle des deux côtés d'un angle, est att rectangle des excès 
du demi- contour sur les côtés de cet augiey comme le quarré du 
rayon est au quacré du sintts de la moitié de cet angle. 
60. Le rectangle du demi-contour par l'excèS' du demi- contour sur 
le côté opposé à un angle , est au rectangle des excès du demi- 
contour sur les côtés de cet angle , comme le quarré du rayon est 
au quarré de la tangente de la moitié de cet angle. 
7^. Le rectangle des deux côtés d'un angle , est an double de 
larrsRnne quarrée du produit du demi-contour et des excès de ce 
demi-<:ontouT sur les éôtés de Tangle , comme le rayon est au 
sinus de cet angle. 
8°. La surface d'un triangle est 1» racine du prodoit du demi- 
contour par les excès du demi-coatour sur chacun des côics. 
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k/^. Le rayon est ^ la tangente de la moitié d*ah angté, comine le 
rectangle du demi^'COiUoar.par Texcè* dm. demi-contour stirle côté 
opposé , est à la surface du drîangle. 

loo. La hauteur h du tnangle SAA' est A = j-^ S-i- .^ 

OI»erva.lons. "^ 

t*ig. a6t. Autre solution de cette question : Etant dionnée la différence AB 

ehtre ta dîâgônak' et lé cÔté^d^un <]^àrré , construire ce quarré. 

l'ig. !i62* Si da . ccîitre de fiispre et de méM le» sommets des umifm d'un poljr* 

.gonfi régntier^oii abûsse des p^rp^iHimlAîr^» «nr «^m ijtr^îf^ *|»»f ?- 

conque, la perpendiculaise i4>aissée dti cehtrç^ prise autant de 

foii^ qm?Uj.a.âe sommets, est ^ale il la somme des perpendicu- 

' Imbm ihMisA^ dft ces tômmeik Da cintre des nioyennes dis- 

taneesk 

Fig. "363. I^oû^ gç^^çi^ régàRét d'àn'noittturé impair de c6tiés., ,.ttX 1^ .^ 

centre' de ^ir*. XÀ.propri^é préc^cnte a enoocto iM.dÉns Jet 

poljrgOflefttégttliersd'uii^BeinlM>ei«»aiffdeclkés. : ' 

Fig. 364. Antre sûlutioti de cette crttettioti ;*])têner un cercJVè'fcalnitent k te 

• çei^'doimeé.et a une droite «doinee eu, mé point f^oimé. , 
Fig. .96& A<tera flokiJtioB'^dè cetM qMÉtî«i'« Meàer oo^ tsn§ints c<Mrt»uiw 

• ^ • il éèitt eëftiëif donnés» i 

, Ti^Tç^|>V0>i let.pjramides tritngulaires ^i-otfC,B^|aïi^v<4ubie et 
.... \'''m4mA apgle s^fi^B itîèçksl »^ «omiAt » Qelli<4^kllM|M ert m 
mmtntvffiv Lu sotutioii oomplèle d^ tietM ^jliestion ne peatétM 
fournie Reparle calcul* diffél5entief^' > ^- ' > 

Figi ai06^ Da^i ivs.pimllélepipèdé quelcoqquç, si des c^tréq|iiés A, A^^ A*^ 
éin oraii aréièi cioatigikla''à aa'iSiéme «n|jle|soirde,ian mèn^ sw 
la âi<gt»ildl^;Ss de ce^ solide des pét^i^nidictiliires Ap , Ay,A"9\ 
la sommé $pri'Sj/'¥S:p"=^. Ss\ /. , .. 

Ij«,dia{pmile d\m p«railélspipifak>«inÉricoii^^ 
an pioyen dès trois aréi^ de-cè parattâ^gupè^e , configués à Pna^ 
des «méttkités de 43ette diagonale > et dds i^les que ces arêtes 
font avec la même diagonale. 
tHàitis tout .p«i^al)âepîpèdê'/le quarré d^QUe diagonale ^t é^ k' 
l*c3Mè^;d^ Ift^iomlaie. des quanéa dès tronrdiagooif^dbi Iîkcb qoL 
paitent de Tune de ses ektrémit^y suf la somme'des quarréé des 
arêtes c^i a1>ontissent à la même' extrémité. 
Dans tout parallélépipède > le qoaité dWe diagonale est égal k 
l'excès de la «omme des quarrés des trois arêtes qui partent 
d'une de ses extrémités > eur le double de la somme de leurs 
produits , deux à deux , ]par le cosinus de leurs inclinaisons entre 
slies. 

FIN t>£ tA TABLE. 
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lYoUi:, tt est essentiel de corriger d'avance les indications des Figures. 
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an segment AD. 

sî'les surfaces. 

et lui être circonscrit. 

les bases seront parallèles, 
les consë^ens par a. 
Fig. iï5< r'. 
Fig. ii5. a*». ,. 

/i:i»:;ftM:R^M:: 

et par A' Tart BCb, 
des côtes dir triangle ABC. 
denz demi-ceides. concea'« 
triques ABC , DEF. 

Fig. iji. I». Fîg; 171. a», 
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cercJl^.... 
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FÎK. 
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la corde AC ..'...' 
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5g. t94.'i«. Fig. 194. a*. 
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XXXXIV). 
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fa corde AC^ 

deBC(fig.35a}. 
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RÉCIPROQUES 



DE LA 



GÉOMÉTRIE. 



,k ' il. 



LIVRE PREMIER- 



PROPOSITION PREMIÈRE. 

X HÉORÉME. Toutes les fois que deux lignes droites se coU'- 
pent, les angles opposés au sommet sont égaux. (Géom. Liv. I, 
Proposit. V, Théor.) 

Réciproque. Si quatre droites OA^ OC, OB, OD^ çi/i F*g- »• 
aboutissent à un même point O, sont disposées de manière que - 
les angles opposés au sommet (*) soient égaux, -ces quatre 
lignes formeront deux ' droites. 



(*) Par angles opposés au sommet , ii faut entendre ici d^as ang(«§ 
fQÎy ayant même sommet; n^ontpas de ç6ié commun. 

l 



3. 



a RÉCIPROQUES. 

Soit Tangle AOC=BOD, et l'angle AOD = BOC: on 



aura 



AOC + AOD = BOD + BOC ; 



mais la somme des quatre angles formés autour du point O , 
est égale à quatre angles droits \ donc BOD + BOC vaut deux 

droits ; donc CD est une ligne droite. La somme 

AOC + AOD ou son égale BOD + AOD vaut aussi deux 
droits; donc aussi BA est une ligne droite. Donc, etc. 

Corollaire. Si la ligne .AOB est droite, .et si l'angle 
AOC=î*pOD, la ligne COD sera pareillement droite. 



I ' . 



PROPOSITION II. 

Théorème. Si d'un point pris dans l'intérieur d'un triangle, 
' on mène des droites aux eoRtrémités d'un même côté , la somme 
de ces droites sera moindre que celle des côtés enveloppans. 
(Géom. Propesit. IX.) 

Réciproque. Si la somme des droites gui joignent un point 
pris dans le plan d'un triangle, avec les extrémités d'un côté, 
est moindre que celle des deux autres côtés ou des côtés en- 
veloppans , ce point est intérieur au triangle. 

Cette réciproque n'est pas vraie. En effets soit O un point 
intérieur; en menant BO et CO, on a BO+CO<BA+AC ; 
faisons les angles BCO' =OBC , 0'BC=BCO : les triangles 
BOC et BOX seront égaux ; donc BO' + CO'=BO + CO, et 
par conséquent BO' + O'C < BA + AC. Donc, etc. 

PROPOSITION III. 

r 

» 

Théorème. Si deux triangles sont tels , que deux côtés du 
premier soient égaux à deux côtés du second , et qu'en même 
temps l'angle compris par les premiers , soit plus grand que 
l'angle compris par les seconds , le troisième côté du premier 
triangle est plus grand que le troisième côté du second. 
(Géom/Prop. X.) ", .. 
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Réciproque. Si deux triangles sont tels , que deux côtés du 
premier spient égaux à deux côtés du second , et qu'en même 
temps le troisième côté du premier soit plus grand ^ que le 
troisième côté du seeond, l'angle opposé à ce côté dans le 
premier triangle , sera plus grand que P angle opposé à ce même 
côté dans le second triangle. 

En effet, soient AB = DE, BC = EF, AC>DF, je disque Fig. • 
l'angle B est plus grand que l'angle E. Car, si l'angle B était 
égal à l'angle E y les triangles ABC, DEF seraient ég^mx, et 
par conséquent AC serait égal à DF , ce qui est contre l'hy- 
pothèse. Si l'angle B était plus petit que l'angle E , AC se- 
rait plus petit que DF , en vertu de la directe , ce qui est 
encore contre l'hypothèse; donc l'angle B est plus grand que 
l'angle E. Donc^ etc. 

PROPOSITION IV. 

Théorème. Iai ligne menée du sommet d!un triangle isos^- 
cèle au miUeu de sa buse^ est perpendiculaire à teUé base ^ et 
diinse l'angle du sommet en deux parties égales, (Géom. 
Prop. XII, Schol.) ^ 

Réciproque. Si une ligne est perpendiculaire sur Fun des 
côtés di£n triangle , et quelle diuise F angle opposé eh deux 
parties égales , elle passera par le milieu de la base, et le, 
triangle sera isoscèle, >' 

Soit AD cette perpendiculaire: d'après les conditions énon- p^^^ | 
cées, BDA;=ADC, BAD==:DAÇ; donc les deux triangles 
BAD, DAC sont égaux , compie ayant un côté égal adjaceot / 
à deux angles égaux chacun à chacun; doûc DÇ=lP9 et 
BA=:AC. Donc, etc. 

PROPOSITION V. % ■ 

Théorème-. Si d'un pomt situé hors d'une droite , Qn f^ène une 
perpendiculaire sur cette droite et différentes obliqmfà ^fférens 
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points de celte même df^oite, la perpendiculaire sera plus courte 
que toute oblique. (Géom. Prop. XVI, Théor. i''.) 

Fig. 5. Réciproque. ' La plus courte des lignes que ton puisse me-- 
ner a une droite, d*un point situé hons de cette droite , est 
la perpendiculaire à cette droite. 

Soit AB la plus courte des lignes que Ton puisse mener du 
point A à la droite DE. Si AB n était pas une perpendicu- 
kii-e à'DE; on pourrait en abaisser une telle que AC On 
aurait^.en' vertu de la directej, AC<;AB, ce, qui est contre 
l'faypotlièie ; donc AB est' perpendiculaire à DE. Donc, etc. 

"[ PROPOSITION VI. 

Théorème. Dieux obliques qUi s'écartent également, de lit 
perpendiculaire , sont égales. {Jbid. Théor. fi^.) 

Fig. 5. Réciproque. Deux obliques .égales s'écartent également de 
la perpendiculaire. 

Soient AC=3AF et AB perpendiculaire iDE^ je dis que 
CB =:=:'BF^ IJa ligue par rapport ^à laquelle les écartemens BG, 
BF seront égaux, doit diviser également Tangle.CAF. Si la 
perpendiculaire AB ne divise pas Tangle CAF en ^^x par- 
ties égales > éoit AK la ligne qui opère cette division. Les angles 
AKC> AKF seraient égaux; donc la ligne AK serait perpen- 
diculaire à DE. Donc cejie peut être (jue. par rapport à ta 
perpendiculaire que lés écait^ens ÇB, CF seront égaux. 
Donc, etc. 

Corollaire. De là il suit^cpie Atxxx triangles' ftectangles qui 
ont l'hypoténuse égale et lùl côté deTangle droit égal, sont 
' égaux. Car on pourra toujouirâ leè concevoir disposés comme 
le sont les triangles ABC , ABF.- 

^ PROPOSITION VII. 

Théorème. De deux obliques qui s'écartent inégalement de 
la perpendiculaire, celle qui s'en éctvtê le plus sem la plus 
longue. (Md, Théor. 3\) :- 
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Réciproqae. ï)e deux obliques inégales, la plus longue 
s^ècarte le plus de la perpendiculaire. 

Soient AB perpendiculaire à DE, et^iG^Afbfe dis que pig. 5. 
Ton a BG > BF. Car si Ton pouvait avoir BG = BF^ on aurait 
AGrziAF, ce qui est contre rhypothèse. Si Ton avait 
BG <^BF y on conclurait AG^AF, ce qui est encore contre 
l'hypothèse; donc BG^BF.Donc^ etc. 

PROPOSITION vm. 

Théorème. Une droite perpendiculaire sur le milieu d'une 
autre , a tous ses points à égales distances des deux extré^ 
notés de celle-ci. (Géom. Proposit. XVII, i*.) " , . 

Réciproque. Si une droite a deux de ses points également 
distans des deux extrémités d^une autre droite , elle est per-^ 
pendiculaire sur le milieu de celle-ci. 

Car cette droite à deux de 'ses points communs avec la per-^ 
pendiculaire élevée .sur le milieu d'une ligne. Donc^, etc. 

PROPOSITION IX. 

■ 

Théorème. Tout point situé hors de la perpendiculaire 
élevée sur le milieu îune droite^ est inégalement distant des 
deux extrémités de cette droite. ( Ibid. d^. ) 

Réciproque. Si un point est inégalement distant dei deudt 
extrémités d'une droite , il est situé hors de la perpendicu- 
laire éleuée sur le milieu de cette droite. 

Car , s*il était sur cette perpendiculaire , il serait égale* 
ment distant des deux extrémités de la droite. Donc , etc. 

PROPOSITION X. 

i 

Théorème.. Deux triangles rectorales sont égaux, lorsqu'ils 
ont deux côtés égaux chacun à chacun. (Géom.Prop.XyiII.) 

"Réciproque. Si deux triangles sont égaux, comjne ayant 
deux côtés égaux chacun à chacun^ ils sont rectangles. 
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Car s*ila ne Fêtaient pas , il s'ensuivrait qne deiHt triangles 
obliquangUs ayant deux côtés égaux chacun à chacun ; se- 
raient %a^$'^ on Wt que, pour ces triangles ^ on n*a pas 
ce caractère' d'égalité. Donc , etc. 

. - PROPOSITION XL 

Théorème. Dans un triangle équilatéi^al , tous les angles 
sont égaux. (Géom. Prbp; XX, G)r. V.) 

Réciproque. Si dans un triangle les trois angles sont égàux^ 
ce triangle est équilatéral. 
ig 6. En efiFet, puisque C = A, on a AB = BC (Géom. Propo- 
sit. XHL); de même, à cause de B=C,^on,a AC=:AB ; 
donc AD=BG = AC. Dpnc^ etc. 

. PROPOSITION XII. 

Théorème. L'angle extérieur d*un triangle est égal à la 
somme des deux intérieurs opposés. (Géom. Prop. XX, Cor. YI.) 

g -, Réciproque. Si. un angle situé hors d'un triangle, a pour 
côté l'un de ceux du triangle^ et s*il vaut la somme des deux 
angles intérieurs , l'un adjacent, l'autre opposé à ce côté, il 
aura pour second coté le prolongement du côté adjacent à F un 
des angles et opposé à Pautre ,* c'ést-à^diré qu'il sera exté- 
rieur au triangle. 

Car, la somme ACB-j-B-f-A étant égale à deux angles 
droits , il en est de même de la somme BCD -f- BC A ; donc 
la ligne ACD est droite. Donc, etc. 

PROPOSITION XIII. 

Théorème. Dei^x parallèles sont partout également dis^ 
tantes, (Géom. Prop. XXVII-) 

Réciproque. Si deux lignes sont partout également dis^ 
tantes , elles sont parallèles. 
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Car^ soient AB , CD deux lignes partout é^lement dis- 
tantes, c'est-à-dire, soî^PQssRS ; PQ et. RS étant deuxFig. 8. 
perpendiculaires abaissées de deux points quelconques P et R 
de AB sur CD : menons la ligne QR ; les triangles PQR , 
QRS sont égaux ; donc l'angle PRQ =:RQS ; donc les droites 
AB^ CD sont parallèles. Donc, etc. . 

PROPOSITION XIV. 

mm 

' Théorème. Les côtés et leà angles opposés d'un purûUélo^ 
gramme^ sont égaux, (Géom. Pfop. XXIX, Théor.) 

Réciprpque. Si, dans un quadrilatère, les côtés ^et les angles 
opposés sont égaux, cette Jigure est un parallélogramme. 

i** Les côtés opposés étant égaux, les deux triangles CDB, 
BDA sont égaux; donc les angles CBD et BOA sont égaux, et 
BC est parallèle à DA ; on démontrerait de même que AB et 
DC sont parallèles. 

a® Soit ABCD un quadrilatère dans lequel on ait l'angle 
At=C , et l'angle B=D ^ onaurf coneéquemment A-f"B==C+D» pig. g^ 
La somme des angles intérieûM d'un quadrilatère étant égale à 
quatre droits , la somme A «j|p est égale à deux angles droits; 
donc les lignes BC , AD sont parallèles. On a aussi ....... 

A+D=B + C; donc les lignes AB, DC sont parallèles; 
donc ABCD est un parallélogramme. Donc, etc. 

PROPOSITION XV. 

Théorème. Dans tout parallélogramme , les deux diago^ 
nales se coupent mutuellement en deux parties égales. (Géom. 
Prop. XXXII, Théor.) 

* Réciproque. Si dans un quadrilatère les diagonales se 
coupent mutuellement en .parties égales^ cette figure est un 
parallélogramme. 

Soit ABCD un quadrilatère dont les diagonales AC, BDFig. 9. 
se coupent de manière qu'on ait AO:=:OC, BO = OD : les 
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triangles égédz AOD , BOC donnent AD = BC. Pareillement 
AB=:.CO; donc la .figure ABCD est un parallélogramme. 
Donc, etc. . . 

PEOPOSITION XVI. 

Fitf. la Théorème. Dans tout losange » les diagonales se coupent 
mutuellement en parties égales et à angles droits. (Géom. 
Prop. XXXn , Schol.) 

Réciproque. Si les deux diagonales AC, BD dun qua-^ 
drilatète jiBCD se coupent mutuellement en parties égales et 
à angles droits ^ ce quadrilatère sera un losange. 

Par là première condition de Ténoncé , la figure ABGD est 
un parallélogramme : or , en vertu de la seconde ^ les triangles 
AOB^ BOC sont égaux et donnent AB=BC; donc 
AB = BC = CD = AD. Donc , etc. 

Remarquer. 

Les Propositions I, VIII^ :j^y, IX, XX, XXI, XXII,, 
XXYIII n*aâmetteBt pas' de réciproques. La réciproque du 
Côroll. IV ^ Prop. XX» est é|||pite. 
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PROBaSITION PREMIÂRE. 

...<.'! .... 

T ■....__. . ._ . . ' •,. . , •• ,.,;' 

HÉOBÉME. Thui lUàmètre divise lé cercle et sa cttconfé- 

rence en deux peaties légales., (G^^^.* ^Y*.M î ^^P- ?•) - 

Aéciproque. ,Si tme^ cir€Pnférence ipst;,di\nii^ en deu^ par- 
ties égales , la drpitfi qw^f^ère cetpp^ 4^fWpn fst un diamitrç. 

Soit AMBN une circonféreâce.dhrisÉe'vâilx. pointa A etiA Fig. n 
en denx parties égales :>i Je c^n^^,];i'Qst.pas sur la ligne AB , 
menons le diamètre AQ : en vertu He la directe , AMQ serait 
une demi-€ircôiiférence;'donc la partie AMQ' scfrait égale au 
tout AMB^ ce qjà est absurde; donc ABést un diamêl¥e. 
Doac^ etc. ■."i.-.i.'. .âx*. . ■: • 

PROPOSITIO*!! ^ÏL ^ 

Théorème. Toute corde est plus^. petite que le dumUtrek '"' 
(Géom. Prop. II.) . • 



^\j\. 



diamètre e^ la ptUs^'graude de toit 
cordes. -y- »--' '-'? f. ') ':'^ii; "•'••♦ * i 

Car^ soit AB là pliJlB grande de lontes les. Cordes rdit 
centre O était hors 4e cette droita^ par exemple, sur AQ, j-j-, , 
le diamètre AQ serait plus grand que la corde AB. Donc . etc. 

PROPOSITION IIL 
Théorème. Le rayon perpendiculaire ft.une corde ^ divise 



A. 
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cette corde et tare soutendu, chacun en deux parties égales, 

(Géom. Erop. la^ ThéorO 

Réciproque. Si une ligne divise une corde et tare souten-- 
du, chacun en deux parties égales, cette ligne est un rayon 
perpendiculaire ^'h'potde,^ ' „ '^-i ^ ■ ^ 

Car elle a deux^e aès points commims au rayon perpendi- 
culaire sur le milieu de la corde. Donc^ etc. 

PROPOSITION iV. 

Théorème.. DÀùiiSIrêes égaies iohdgàla&ni éloignées du 
centre. (Géom. Prop. VIII, i°.) 

Récipro^e. fi* ffeiu; corcie^ sont également éloignées àà 

centre, elles Mini dàales. \ 

S* 13. Soit la droite OP perjpéndicuIàirV'a la cbirdb AB/ égale 2 

OQ perpendictilsSte àîà corde CD : les triangles rectangles 

et égaux OPA , OQé donnent AP^ CQ-j donc aAP oiè 

•■• AB=3caGQ- ou:-CD.:Donc,^>e|c. :.*--:« •».:;■ 

pi^ô.postTlo'N V: 









l^éorème. Db. deux :, cordes inégale^, la plus petite, [est. là 
plus .éloignée 4^* cftijttref^ (/bid. â^) . ^ : 

Réciproque. Dedeuxcordes inégalement éloignées du centré', 
la plus éloignée est la ptbis : petite: \ ' :> " "r 

Car , si la corde AB , plus éloignée du centre que ne Test 
^* "* CE, était -égâîe a'ià-àorfe Ct /- cW- deux Wdes sefraîênt 
également éloignées du centre , ce qui est coïftre Vhypothèsëi 
SI la.pnemièrë. corde AB était plus grande-^toe. CE,;la c<ïrde 
AB serait moins éloignée du centre que CE, ce qui est enc(xi| 
CDiiIretrbjrpothèse; dont on a AB < CE. Dobc, etc. 
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Théorème. La perpendiculaire menée à t extrémité du rayon, 
est tangente à la circonférence. (Géoi©.; Brop. ÏX, Théor.) 

Réciproque. Toute tangente à la circonférence est perpen-- 
'dicutaire à t extrémité du 'rayon mené au poiht de contact. 
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Soit A le point de contact d'une tangente BD^ menons le Fig. i3 
rayon OA; je dis quç BD sera perpendiculaire à OA. Car^ 
dans le cas contraire , abaissons du centre O sur BD la per- 
pendiculaire OC : cette ligne serait plus courte que le rayon 
OA ; donc le point G serait intérieur au cercle , et BD serait 
une sécante , ce qui est contre Thypothèse. Donc^ etc. 

Corollaire /. Donc la perpendiculaire abaissée du centre 
sur la tangente , aboutit au point de contact. 

Corollaire IL La' perpendiculaire à la tangente , élevée au 
point de contact, passe par le centre. 



\ 



PROPOSITION VIL 



Théorème. Deux parallèles interceptent- sw la ârconférence 
des arcs égaux. (Oéom. Prop. X.) . 

Réciproque. Si deux droite^ interceptent sur la drconférencm 
des arcs égaux y elles sont parallèles: 

Car, 1^. si les lignes AB^ CD sont des sécantes, menons Yîff. 14. 
le rsijron CM perpendiculaire a AB : l'aro HM sera égal à >*' 
l'arc MK. Par hjrpothèse, arcGH = arcKI; donc... 
arcGM = arcMI; donc OM est, en même temps, perpen- 
diculaire à CD. Djtoc^ les sécantes AB , CD sont parallèlea. 
Donc, etc. 

a**. Si AB est une tangente; et CD. une sécante, on a, ^. 
d'après l'énoncé, arcMG = arcMH; menons le rayon CM 
an point de contact M ; la tangente AB et 'la sécante CD 
seront perpendiculaires à cette droite OM , et conséquem- 
ment parallèles. Donc, etc. 

3^ Si AB et CD* 3ont deux tangentes, on a, d'après l'é- 30. 
nonce arc MPN=arcMQN, donc MN est un diamètre; 
donc les tangentes AB, CD sont parallèles. Donc, etc. 

PROPOSITION VIIL 

Théorème. Si deux circonférences se coupent en deux points, 
la droite qui passe par leurs centres sera perpendiculaire à la 
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corde qui joint tes" points d'intersection^ et la divisera en 
lieux parties égales,' (Géom.- Prop. XI.) 

Réciproque. La perpendiculaire sur lé milieu de la droite 
qui joint les points d'intersection de deux circonférences, passe 
par les centres. 

Car la droite qui joint. les points d'intersection» est nne 
corde commune aiux deux cercles. Donc, etc. 

PIIQPOSITION IX. 

Théorème. Tout angle se mesure^ par Varc décrit de son 
sommet comme centre. (Qéom. Prpp. X.yil , Cor.) 

Réciproque. Si un angle a pour mesure Pare compris entre 
ses côtés, son sommet est le centre de cet arc. 
Fig. i5. Cette réciproque n'est pas vraie. .£n effet, soit ÂOB un 
«iglè -au centre ayant pour mesure Tare ANB; par A, O et 
B faisons passer une circonférence . AOBM ; d'un point 
quelconque C, menons CA^ CB; les angles AOB, ÀCÀins- 
écrits dans la circonférence AOBM et s'appuyant sur le même 

j^c ^ auront tous deux ï)our mesure — :— ^donc ACBrisAOB; 

< ; a 

or -AQB a pour mesure Tare ANB j donc ACB auxft la même 
mesure; Donc, etc. * 

PROPOSITION X, 

Théorème, ^'angle inscrit a pour mesuré la moitié de Varc 
compris entre ses cotés. (Géom. Prop. XVIII , Théor.) 

Réciproque. Si un angle apour.me^re la jncitié de Tare 
éo'mptis entre sesscôtés , il a son sommet à la circonférence, 
c'est^àr-dire qu'il est inscrit. 

Lemme I. Tout angle dont le sommet est entre le centre et 
la circonférence,^ a pour mesure la moitié de tare compris 
entre ses côtés, plus la moitié de l'arc compris entre ces mêmes 
cptés prolongés. 
f'g ï5/ En effet, prolongeons les côtés AB, CB de l'angle ABC 
jusqu'à ce qulls rencontrent la circonférence aux points D, 
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E ; menons DF parallèle à BC. L'angle ADF sera égal à 
l'angle ABC : or , en vertu de la- «lirecte , 

ADF = iACF.=iAC + iCF=iAC+iDE; 

donc ABC =iAC + i DE. Donc, etc. t 

Lemme II. Tout angle dont le sommet est' hors du cercle, 
a pour mesure la différence des deux arcs -cùmpris entre .ses 
côtés. ■ . . .,*■.■; 

Car, menons EG parallèle àDA: l'angle .;. *»g K 

CEG=iAC — i AG = 1 AC— iEF : 

«r ABC = GEC; donc ABC = iAC— ^EF. Donc, etc. 

Il résulte de ces deux propositions , que le sommet B de 
l'angle ABC ayant pour mesure la moitié de l'arc AC com- Fîg. if 
pris entre ses côtés , ne peut être que sur la circonférence 
dont Tare Afi fait partie.. Donc, etc. 

PROPOSITION XI. 

■ 

Théorème. Les angles opposés dun quadrilatère inscrit , 
valent ensemble deux angles droits. (Géom. Prop. XYIII, 
Cor. IV.) 

Réciproque. Si les angles opposés d'un quadrilatère , valent 
en somme deux angles droits^ ce quadrilatère est inscriptiùle. 

En effet, soit ABCD un quadrilatère dont les angles op- P%- M 
posés B et D vaillent deux angles droits. Par les trois points 
A, B, C, faisons passer une circonférence : si le point D 
pouvait n*être pas situé sur cette circonférence, il tomberait 
am-dadans ou au-dehors. Mais, dans le premier cas, la somme 
ces angles B et D vaudrait plus de deux angles droits , ce 
qni est contre rhjrpothèse. Dans le second cas , cette somme 
serait moindre que deux angles droits, ce qui est encore 
contre l'hypothèse; dooQ le point D est furla circonférence. 
Donc, «te. 
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Remarques, 



I. La plas légère attention suffit podr jÉaire apercevoir les 
réciproques des propositions YII et XII. « . 

II. Le corollaire de la proposition XIV démpntre les ré- 
ciproques des théorèmes des propositions XIII et XIV. 

m. Les propositions III et XIX n'admettent pas de réci- 
proques. 
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PROPOSITION PREMIÈRE. 



JL HÉORÈME. Les parallélogrammes qui ont des bases égales 
et des hauteurs égaies , sont équivaUns. (Géom. Liv. III , 
Prop. I, Théor.) 

Réciproque. Si deux parallélogrammes sont équivalens, ils 
çuront def bases et des hauteurs égales. 

Cette réciproque n'a pas lieu. En effet, soit ABCD un Fig. ao, 
parallélogramme; si op construit le parallélogramme AEFG 
de manière que sa base AErzm.AB» et qu'au contraire sa 

hauteur fcK = — KK' , m étant un nombre quelconque ; je 

dis que ce paraDélpgramme est équivalent à ABCD; car 
AEHDy d'après la construction ^ renfermera mr parallélo- 
grammes égaux à ABCD; la même figure AEHD contiendra 

m parallélogrammes égaux i AEFG , puisque AG= — AD , 

à cause de K&=: -^ KlC^ donc AEFG := ABCD. Donc , etc 

m ' ' 

Corollaire» Si on mène AF , le triangle AFE sera moitié Fig. ao. 
de AEFG y et par conséquent moitié aussi dû pàrallélogiraïQme 
ABCD /ce qui prouyo la fausseté dé la" réciproque de là'Prb^ 
poslt. II, Théor. ' 
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PROPOSITION It 

Théorème. Deux nctan^les de même hauUur^ sont entre 
eux comme leurs' bases, (Géom. Prop. III.) 

■ 

Réciproque! ^ dkux Rectangles soiUenfre eux comme leur^ 
bases , Us ont même hauteur. 

Soient ABCD, EFGH deux rectangles tek cpe Ton ait 

, • .... 

ÀBCD : EFGH :: AB : EF; 

je dis que la hauteur AD dn premier* est égale à la hauteur 
£H du second. Car si EH est plus grand que AD , prenons 
£K=AD, et menons Kl parallèlement à £F. Qn aurait» en 
Tertu de la directe ^ 

ABÇD : EFIK :: AB : EF; 

de cette proportion et delà précédente, on dédierait 

ABCD : ABCD :: efgh : efik, ^ 

ce qui est absurde ; donc EH ne peut être plus grand que AD^ 
Un raisonnement absolument semblable démontrerait que EH 
ne peut être plus petit que AD', donc EH= AD. Donc , etc. 

PROPOSITION IIL 

Théorème. Le quarré fait sur thypoténuse ^un triangle 
rectangle , est égal à la somme des quarrés faits sur les deux 
autres côtés, (Géom. Prop. XI , Théor.) 

Réciproque. Si dans un triangle, le quarré fait sur un des 
côtés , est égala la somme dies quarrés faits sur les deux isutres 
côtés g l'angle opposé à ce côté est droit. 

32. Soit ABC un triangle dans lequel on ait AC =:AB^+BC ; 
je âis que Tangle ABC est droit. En effet, au point B me- 
nons BD perpendiculaire à BC et égal à AB ; joignons CD. 
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Le triangle CBD. étant rectangle en B y donnis. 



'X 



- CD-=E BD + BG = AB + BC : 

•1 



cr> par hypothèse, AC = AB +BC \ donc AC = CD , 
d*où AÊipcCDv' Les triangles ABC^ CBD égaux ^ comme 
ajaat too^Jes côtés égaux chacun à chacun, donnent Tangle 
ABC = CBD ; donc l'angle A^C est droit. Donc, etc. 

On peut encore parvenir à la même conclusion de la ma- 
nière suivante : si AB n'est pa^; perpendiculaire à BC, me- j-j ^3 
nous la ligne BD qui soit telle. Ayant pris BD = AB^ joi- ^ 
gnôns CD :;^ on aura 

- CD = BD*+ BC*= AB*-f- BC* 

Or, par hypothèse, AC = AB -}- BC -, on conclurait dond , 

AC*= CDVou AC=DC, ce qui fefst absurde ( Géofn* ' 
Liv. I, Prop. X.) f donc l'angle ABC est droit» 

PROPOSITION IV. 

Théorènic. Le quatre fait sur ta diagonale (Tuji cfUarré 
^st double àa- qUarré' fûii sut -le' bâté. (Géoûl. Prop. XI ^ 
Gor. II.) 

, Réciproque. &i dans un quadrilatère , te quarré ' de la dia-^ 
gonaJe est double du quarré d'un des côtés ^ ce quadrilatère 
est un quarré. 

L^éciproque énoncée de cette- ititanière n a pas lieu , puis^ 
qu*en faisant le triangle ABC rectangle isosèèlè , on satisfait à 
la condition énoncée , et cependant lés deux autres côtés AD Figi 04 
«t DC restent absolument ar|ntraires de grandeur et de po-^ 
sition» 

Le contraire a lieu , si on l'énonde ainsi : 

Si dans un quadrilatère le qiiarré d*une diUgonate est double 
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du quatre éCun côté .. quelconque \ ce quadrilatère est uii 
quatre. • 

f»g 35. Car, si l'on a ÂC*= ôAb\ Aic*= aBC* AC*= aCB*, 

ÂC*= î^AD^ on conclut ÀB=BC= CD x=5DA; d9na 

ABCI> est un rhombe : or on a AC ri= H^^ BC*^ ddnc 
(Prop. tII.)ràngIeB est droît;etiI en est deinéme'^iâéraDgTa 
D : donc ABCD est un quaité. Donc etc. ' " > ' . 
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4PROPOSITION V. 
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Théorème. Le quarré de l'hypoténuse est • au- qutirfé d'un 
des côtés de t angle droit , comme V hypoténuse est au seg-^ 
ment adjacent à ce côté, et déterminé par une perpendiculaire 
abaissée du sommet de l'angle droit, (Géom. Proposit. XI, 
Cor. III.) 

ig. 26. Réciproque. Si dans un triangle ABC, de quarré du plus 
grand des côtés AC ^ est au quarré d'un autre côté AB ^ 
comme AC est au segment AB adjacent à AB et déterminé 
par la, perpendiculaire BD , V angle ABC est droit. 

Nous donnerons deux démonstrations de cette proposition 
inverse. 

Soit donc AÇ*: AB*:: AC ; AD : si l'angle ABC n'est pas 
droit, menons au point B la ligne BK qui fasse aVec BA Tanglt 
droit ABK. On aurait, en vertu de la directe j 

AK*: AB^:: ak :• aï), 

d'ott _ _ 

AD = ^XAK«4S--. ; * 
AK . AK 

Or, d'aprèfi l'énoncé réciproque, -' 

AB AB 

AD=;^^AC = ^^i 
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en égalant les deux valeurs de AD., on aui;ait 

-'••••■ f 

AB AB „ .^ 



V • I U « 



ce qui est absurde : donc l'^^e AÇC e3t droit.. Dob<^ ,.,etc.. 
Autrement A on a, d'aprèâ l'énoncé réciproque ^ les dçux 
proportions 

,/ -j. Avj «t Aii.'.^Zj AÇ l .AXi .. ..,,., .. 

Àc*: Bc*;: ac : dc, 

qui deyieimèiit • - ^- - • ; 

AC*: AC :: âb*: ad 



• 



j., . AÇ : AC :: bc : DC-, 

d'où Ton déduit' cette suite de rapports égaux 



. '•<■ 
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A& : AC :: ab : ad :: bc : dc ' • r 

qui donne 

AC*+ AB + BC : AC + AD 4- DC :: AC : AC 

^ s - ou :: AC : 1 . 

Faisant le produit des extrêmes et celui des moyens ^ et lea 
égalant^ on, trcjûvéra " 

ÂC*+ Âfr + 5C*= AC*+ AD X AC + DC X AC ; 

• *" 

effaçant de p^ et d'autce AC > puis remplaçant AD par 
AC — DC • .on obtiendra 

; abV bc= ag! 

D'où l'on conclut que le triangle qui jouit de la propriété 
•Qoncée , est rectangle. 
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PROPOSITION VI. 

Théorème. Leï quartés dès deux côtés de l'angle droit sonê 
entre eux, comme les segmens de l'hypoténuse ^ adjacens d ces 

cotés. (Géém. Prop. XI,'Cor IV.) - . . • i-- 

». ^ • » 

Réciproque; Si dans un triangle , les qUàrr'éi déi' deux cotés 
sont entre eux , comme les segmens du troisième côté, déter^- 
moines par une perpendiculaire d ce côté , albaissée du sommet 
opposé y ce triangle sera rectangle, \ 

Cette proposition inverse n'est pas vraie. En effet, sçit 
ABC un triangle rectangle : on aura ^ d'après la directe , ^ 

Fig. 27. ÂB*: AG*:: BD : DC ; or prenons DC =*DC, AC sera 

égale à AC. Donc on aura encore AB*: ÏC'*:: BD : DC' ; 
mais le triangle. BAC était rectangle > doxio^ACne Test paf. 
^^ Donc^ etc. La proposition directe est également vraie dans 
un triangle i^osçèle non rectangle, comme cmi peut facilement 
f*en assurer. 

PROPOSITION VII. 

■ . ;. • - ■ ■ • I i - . - • . . 

Théorènie. Dans un triangle ABC^ si l'angle C est aigu, 
le quarré jîu côté opposé .£st plus, petit - que la somme des 
quarrés des côtés qui comprennent l'angle C^ et^ si F on abaisse 
AD perpendiculaire sur BC ,la différence sera égale au"^ double 

du rectangle BC X CD; de sçrte quon 'a'ÂB:=^JiC t\-1bC 
— aBC X CD. (Géom. Prop. XH. ) 

Réciproque. Si y daûs un triangle A ÊÔ^ en abaissant la 
^^^'^9' perpendiculaire-' AD d'une extrémité dw côté opposé, on a 

AB^= 'ac'+ BC^— 2BC><, CD, l'angle C est aigu. 

Letnme. Dans un triangle qui a un angle obtus, le quarré 
du côté opposé à cet angle , est plus grand' que la somme des 
quarrés des deux autres côtés, ^ • -^ 
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En effet, soit ACB un triangle dans lequeU'aiigle BAC soit 
obtus ; je , dis que l'on aura 

BC*> ÂB*+ le*. *"'«• *• 

Car y au point A élevons AD perpendiculaire à AB, prenons 
AD = AC, et joignons BD : dans le triangle rectangle ABD^ 
on a 

BD*= Xb*+ ÂD = Ai*+ Âc! 

Or^e la considération des triangles BAC; BAD^ il résulte 

BG > BD, ou BC*> BD*; donc BC*> ÂB*+ ACL 

pccupons^nous maintenant de la démonstration de la réci- Fîg. j^ 
proque énoncée ci-dessus. La considération de la grandeur 
déterminée du double rectangle aBC X CD étant inutile , 
nous nous contenterons de regarder ce double rectangle comme 
une quantité soustrâctive quelconque. Cela posé , soit donc 

AB* < ÂC* +. BC* 

si l'angle C pouvait être droit, on auf ait AB := AC + BC , 
ce qui est contre Thjrpo thèse : s'il pouvait être obtus , on 
aurait, d'après le lemme précédent, 

AB > AC* + BC*: 
donc l'angle est aigu. Donc, etc. 

PROPOSITION VUL 

Théofème. Dans un triangle quelconque ABC , si on mène ^f^ j^ 
du sommet au milieu de la base, la ligne j4E ^ on aura 

■. " • Il ï 

(Géom. Prop. XIY, ThéfarO 



/♦ 
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Récijprbcfuc.* Si on a AB + ACzrx, qAE + qBE, te point 
JE est le milieu de la base du triangle BAC- 

Cette proposition inverse n'est pas yraie. En effet , menons 
AM perpendiculaire sur Ia/&ase BC, et prenons C'M=CM, 

on aura A€'== AC, ou ACWÂcVdonc 

AB*+ AC*= AB + AC*±=: qÂE + sBe! 

Donc le triaçgle ABC' aînsi détermij^é , jouit de la propriété 
énoncée y çan^ que saf base BC' soit divisée en deux parties 
^ égales au point. E. 

On voit qu'en prenant MA' = MA , oh aura de même 
A'B = AB>^ et par conséquent la même propriété satisfait 
encore au triangle CA'B, sans que BD soit même dans Vin- 
térieur d4 triangle. 

. . ^ n 

. PROPOSITION IX. 

Théorème. Dans tout parallélogramme , la somme des 
quarrés des côtés , est égale à la somme des quarrés des diago- 
nales, (Géom* Jbid. Cor.) » 

Fig. 3i. Réciproque. Si , dans un quadrilatère , la somme des 
quarrés des côtés est égale à la somme des quarrés des din- 
gonales, ce quadrilatère est un parallélogramme. 

Nous démontrerons , d'après Euler , que la somme des 
quarrés des quatre côtés d'un quadrilatère^ excède celle des 
quarrés des diagonales de quatre fois la ligne qui joint les 
milieux de ces diagonales ; d'où il s'ensuivra que la première 
propriété caractérise le parallélogramme, et ne caractérise 
que lui. 

Soit ABCp un quadrilatère quelconque ; soient M et N les 
milieux de ses diagonales. Menons les droites BM j pM ', les 
triangles ABC , ACD donneront . 

\ 

ÂB*+ BC'=: alM*+ aBM*- : 
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et ^ ^ _^^ ' ^ 

^ DC + AD = flAM* + aDM* 

Àputant membre à membre ces deux égalités , on trouvera 

ÂB V BC*+ CD*+ DA = 4ÂM + aBM + aMI* 

= AC 4- 55m*+ aDÎï! 

Joignons MN ; le triangle BMD donnant BM^+ MÎTs 
aBN + aMN, il viendra 

AB*+ BC + CdV DA = AG + a (aBN + aMN) , 



ou 



AB + BC + CD*+ DA = AC*+ BD*+ 4MN. 

On voit par la dernière égalité , que la somme des quarrés 
des quatre" côtés d'un quadrilatère -, excède celle des quarrés 
des diagonales, de quatre fois le quarré de la ligne qui joint 
les milieux -de ces diagonales , ce qui démontre la réci'» 
proque mentionnée. 

Ce que nous' venons de démontrer est encore vrai pour le 
cas où l'une des diagonales couperait Tautre en son milieu. 

PROPOSITION" X. 

Théorème. La ligne qui divise un des angles d^un triangh 
en deux parties égales / divise le côté opposé en deux segmeus 
proportionnels aux côtés adjacens. ( Géom. Prop. XVII.) 

Réciproque. Si un ç^téBC d^un triangle quelconque BAC y 
€fit divisé au point E en deux parties BEy EC proportion-^ 
nelles aux côtés adjacens AB , AC , de sorte que Von ait Fig. .7» 
BE : EC wAB : ACije dis que'la ligne ÉE divise l'angle '^ ^^ 
BÀC en deux parties égales. 
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En efTet, si la ligne AE ne- divise pas ranglé-BAC en deux 
Fie. 3o. parties égales , soit AK la 'ligne qui opère èette division : on 
jurait , ea vertu de la directe , BK : KC : : AR : AC : or , .par 
hypothèse , BE : EC :: AB : AC ; donc il viendrait BE :'BK 
:: EC : KC , proportion impossible, pfurce quelle premier an- 
técédent étant plus grand que son conséquent^ le second antécé,- 
dentcst, au contraire , plus petit que son conséquent. Donc la 
ligne AC divise Tangle BAC en deux parties égales. Donc, etc. 
Onpeu^t parvenir d'une manière -directe à la démonstration 
Fig. Sa. ^® ^^ même réciproque. Soit BE : EC :: AB : AC ; prolongeons 
BA, et prenons AD = AC; joignons CD : cette droite sera 
parallèle à AE , puisque Ton' a 

BE : EC :: ba : ad. 

De là il suit que langle BAE = ADC = ACD = EAC ; donc 
BAE = EÂ€ . Donc , etc. 

PROPOSITION *XL • 

Théorème. Les lignes menées comme . on voudra par Je 
' commet d'un triangle, divisent la base de ce triangle et toute 
ligne qui lui est parallèle, en parties proportionnelles* ( Géom. 
Prop, XXU, Théor.) 

Réciproque. Si, du sommet B d'un triangle quelconque A B^ 

^'-* ^^' on mène à la base AC plusieurs droites BK , BL, BM qui 

coupent cette ligne et une autre droite DE , en parties pro^ 

portionnelles j, de manière que ton ait AKlDJllKLlIQ\letc, , 

je dis xfue DR est parallèle à AC. 

Car si la droite DE n'est pas parallèle à AC , menons DR pa- 
rallèle à AÇ; on aurait, en vertu de la directe ; AKiDOttKL 
: OP :: etc. De cette proportion etde l'hypothèse, on déduirait 

Di : DO :: ig : op ::' etc. ; . 

d*où l'on conclurait (Géôih. Liv. III. Prôp. XVI) (î[ue la droite 
BK est parallèle à BL ,'c6 qui est absurde ; doûc k'droite DE 
est parallèle à AC. Donc^i etc« 
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PROPOSITION XII. 

Théorème. i?i du sommet de l'angle droit d'un triangle rec-- 
iangle , on abaisse une perpendiculaire sur l'hypoténuse , la 
deux triangles partiels sont semblables entre eux et au triangle 
total. (Géom. Prop. XXIII. Théor. i^.) 

Réciproque. Si la perpendiculaire abaissée du sommet d!un 
triangle sur la base , divise ce triangle en deux triangles par-* 
tiels semblables entre eux et au triangle total , le triangle total 
est rectangle» 

En effets i^ si les triangles A6D, DBG sont semblables; ^jg. ^ 
et que Tangle A soit égal â Tangle DBG > Tangle C sera égal 
à l'angle DBA ; donc la somme des angles A > C > sera 
égale à ABC ^ donc A-f-C+A6C^=:52ABC^ et conséquemment 
Vangle ABC est droit. 

2*. Si Ton supposait Tangle A = C > le triangle ABC serait 
isoscèle ; les triangles partiels ABD j DBG qui lui sont sem- 
blables . seraient aussi isoscèles : la conclusion serait donc la 
même. * 

Il est visible qu'on ne peut faire Thypothèse A = BDC , 
puisqu*alors AB serait parallèle à BD. 

PROPOSITION XIII. 

Théorème. Si du sommet d'un triangle rectangle- ^ on abaisse 
une perpendiculaire sur l'hypoténuse , chaque côté de l'angle 
droit est moyen proportionnel entre l'hypoténuse et le segtnent 
adjacent. (Géom. Jbid. a*.) 

Réciproque. Si du sommet B d'un triangle , on abaisse une 
perpendiculaire sur la base , et que chacun des côtés adjacèns 
au sommet B , soit moyen proportionnel entre la base et le seg- 
ment contigu au côté , le triangle sera rectangle en B. 

De la proportion AD : AB :: AB : AC, on conclut que les 
triangles ABC, ABD qui ont Iangle A comniun, sont sem- fig. a 
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blables; donc^ en vertu de la réciproque précédente, l'angle 
ABC est droit. 
La même conclusion se déduirait de la proportion 

CD : CB :: CB : ca. 

Donc, etc* ' 

1 • T , ■ 

I •.«-■_ 

\ 

PROPOSITION XIV. 

Théorème; Si du sommet de l'angle droit dfun triahgle réo- 
tangle , on abaisse une perpendiculaire sur l'hypoténuse ; cette 
perpendiculaire est nioyenne proportionnelle entre les deux seg-- 
jnens.de Vhypotéhuse, (Géom. Prop. XXIII, Théor. 3**.) 

5. ' Réciproque. Si la perpendiculaire BD abaissée du somtnèt 
d'un triangle ABG sur la base AC ,< est moyenne propor-^ 
tionnelle entre les deux segmens AD et CD de la base, le 
iriçH^le ABU est rectangle en B. 

On a en mem^jtemps 



•% — — * 



BD = AD.DC, BD = AB — AD, BD = BC — DC : 

donp 

AI) .DC = AB*— ÂP*, AD .DC = BC*— DC , 

d'où résultent ces égalités 

AD.AC = Ab\ DC.AC=:BC*, 

dont l'addition donne • 

AC*= AbV BC* 

donc le triangle ABC est rectangle en B. Donc etc; 

PROPOSITION XV. 
Théorème. Deux triangles qui ont un angle égal sont efitr9 
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9UX comme les rectangles des côtés qui comprennent F angle 
égal. (Géom. Prop. XXIV. Théor.) 

Réciproque. Si detjur triangles àont entre eux comme les 
rectangles de deux de leurs côtés , les angles compris par les 
côtés sont égaux. 

Cette proposition n'est pas vrîûe : car soient ABC , DBE F»g- 34 
deux triangles tels que Ton ait 

ABC : DBE :: ba x bc : bd x be. 

Prolongeons AB , et prenons BK=BD : le rectangle BE X BK 
sera égal au rectangle BD X BE , et Ton aura 

ABC : EBK :: ba x bc : be x bk. 

Donc la réciproque n*a pas lieu en général ; mais remarquons 
que si Fangle ABC était droite l'angle EBK lui serait égal , 
et alors la réciproque serait vraie. 

PROPOSITION XVI. 

Théorème. Deux triangles semblables sont entre eux comme 
les quarrés de leurs côtés homologues,' {Séoia. Prop. XXV.) 

Réciproque. Si deux triangles sont entre eux comme les 
quarrés de leurs côtés respectifs , ils sont semblables, 

Soient .ABC ^ DEF, deux triangles tels qu'on ait Fig. 35. 

ABC : DEF :: âb : 5e 
ABC : DEF :: ac : df 
ABC : DEF :: bc* : ml 

De ces proportions ou déduit . ' 

ÂB* : D£ :: Âc* : dfj; bc* : ëf*» 
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d'où 

AB : DE :: ac : df :: tjc : ef. 

Donc les triangles ABC, DEF sont semblables. Donc^ etc. 

PROPOSITION XVIL 

Théorème. Les contours des polygones semblables sont entre 
eux comme les. côtés homologuas. ( Géom. Prop. XXVII. 
Théôr.) 

Réciproque. Si les contours de deux polygones sont comme 
leurs côtés homologues ^ ces polygones sont semblables. 

Cette réciproque na pas lieu. Pour le démontrer, soient 
Fig. 36. P et Q deux polygones dont les contours soient entre eux 
comme les côtés, c'est-à-dire, tels que l'on ait 

ABCDE : abcde V. AB : ci 
ABCDE : abcde II BC : ic 
ABCDE : abcde :: CD : cd , 

tt ainsi de suite. 
Toutes ces données se réduisent évidemment à celles-ci : 

AB : ab :: Bc : bc :: CD : cd, etc. : 

or divisons les côtés du polygone ABCDE en deux parties égales^ 
et soit , pat" exemple , F le milieu de BC Faisons Tangje FCI non 
égal à BCD ; prenons CI = ^ DC , et par le point F menons une 
droite de direction telle qu'en prenant FG = j AB , on ait 
GI < ^ AE + i DE. Cette condition étant remplie , des points 
G et I comme centres avec des rayons égaux à \ AE et ^DE, 
on décrira deux arcs qui se couperont en H : le polygone 
CFGHI aura ses côtés proportionnels à ceux du premier poly- 
gone , et ne lui sera pas semblable ; puisqu'il y a ,^ d'après sa 
construction, deux angles inégaux compris entre des côté* 
proportionnels. Donc^ etq. 
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PROPOSITION XYÎÎL 

Théorème. IjBs surfaces des polygones semblables sent entre 
elles comme les quarrés des côtés homologues. (Géoiç. Prop. 
XXVII. Théon a°.) ' 

Réciproque. «Si la surface de deux polygones sont ekttè' 
elles comme les quarrés des côtés Jhomologues , ces polygones 
sont semblables. 

Cette proposition inverse n'est pas' vraie. En eiTet^^soient »• ^ 
P et Q ces deux polygones ^ on. aurai ' 



p : Q :: ab : ab^ 
p : Q :: bc*: fc], 
p : Q :: ^*: ^V 



etc. 



On idéduit de là 



-rt 



AB : ab :: bc : bc :: CD : cd :: çic; 

c*est-à-dire , ' , 

AB : ai :: ;p,c.:'&c :: CD :.crf :: etc.; 



. « ; ». 



ce qui ne suffit pas , ainsi qu'on Ta démontré dans la pro- 
position précédente , pour établir la similitude entre les poly- 
gones. Donc , etc. ; * 

PROPOSITION XIX. 

Théorème. Si sur les trois côtés d'un^riangle rectangle^ 
comme côtés homologues , on construit trois figures sembla^ 
blés , celle formée sur l'hypoténuse est équivalente à' la somme 
des deux autres. (Gépmét. Prop. XXVII. Cor.) 

néciproque. Si sur les trois côtés d'un triangle ABC , on Fîg. 37 
construit trois figures semblables , et si la figure formée sur 
le plus grand côté , est équivalente à la somme des deux au-^ 
très, ïan^le du triangle, opposé d ce côté, est droit. 
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En eiFet, soient P^ ,Q« ^. ^^^ ^^^^ figures semblables dont 
il s'agit. Si Ton aP±±:Q + R, je dis ^ne Tangle ABC est 
4roi]t.Car^ eu vertu de riénoncé., on a .. . , 

p : AC*:: Q : bc*:: R^: Ab, 

tfoù 



t . »s 



' \ 



p : Q 4. r :: ac : bc + ab : 

dGMBt: AC r= BC + AB t^et conséquenunent ( Prop. "iHL) 
l'angle ABC est droit. lOoxkc ,■ etc. 

PROPOSITION XX. 

Théorème. Les parties des deux cordes qui se coupent dans 
le cercle , sont réciproquement proportionnelles, (Géomét. 
Prop. XXVIII, Théor.) ' 

Réciproque. Si deux droites se coupent en parties rëcipro^ 
quement proportionnelles, leurs extrémités sont sur une même 
circonférence. 

''îg. 38. Car soient AB ^ CD deux droites qui se coupent de manière 
qu on ait 

AI : ic :: id : IB. 



< < • 



Si la circonférence qui pass^ par les trois liioints A , G > B 
ne passait pas par le point D^ elle couperait la ligne CD, ou 
son prolongement en un point K tel que Ion aurait 

(fl^\ ic :: IK : ib. 

De cette proportion et de ^hypothèse , on diéduirait IK=:ID.: 
ce qui est absurde. Dpnc^ etc. 

iPROPOSITION XXI. 

Théorème, Si , d^un même point pris hors d'un cercle , on 
mène deux^ sécantes terminées à l'arc concave^ les sécantes 
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entières sont réciproquement proportionnelles à leurs parties 
«cteWeurCiS. (Géom. Prop. XXIX^.Théqr,) 

Réciproque. Si deux droites partant d'un même points sont , 
divisées en parties qui leur soient réciproquement proportion- 
nelles , les points de division et les extrémités de ces droites 
sont sur une même 'circonférence. 

Le raisonnement qui démontre la réciproque précédente^ _. 
t'applique exactement à celle-ci. Car, si Ton a ©• ^ 

, . AB : AC ;: aei AD, 

on ne peut supposer que la circonférence qui passe par les 
trois points D, B, C, ne passrpas.pâr' lé point E. 

PROPOSITION X.XII. 

Théorème. Si d*un point pris hors d'un cercle , on mène' 
une tangente et une. sécante à ce cercle, la tangente sera 
moyenne proportionnelle entre la sécante et sapartie extérieure. 
(Géom. Prop :XXJt.>'' '. •' •' =-:•■'"•"•-• :-■•'•■ • 

Réciproque. Si' de deux droites ÀB ^ AC qui partent Sun '^ 
même point A , l'une AB est divisée au point D de manière 

que Von ait AC = AB X AD^ je dis que la ligne AC est 
tangente en C à la. 'ciixohféfence qui passe parties trois péiAts 

Car «.cette cil^Hrence pouvait l-eneônti-èt la droite ÀC- 
ou son proloDgénlB^'feii un •éecond'pîbiiit: K, on aurait 
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AB X AD = AC X AK: : 

or .... 

AB X' ÂD = AC*= AC X AC ; 

d'où Ton déduirait AC = AK^ '- ce qui est absurde. Donc/ etc/ 

Pour démontrer là même réciproque d'une manière dificfe , 

menons le rayon OC : tout.^e réduit à^n^ontrer que l'angle 

OCA est droit, A cet effet , par k centre O^ menons la se- 
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çante AE-: led.sécante» AB, A£ donnent 

AB X AD = AE X AI,: 

or, par hypothèse, , 

ABx AD = AC;. 

donc 

ÀExAI=-ACv^ 

ou, puisque - >. -. 



•t 



■^ 
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on a 



AE = A0 4-OCi AI = AO— OC, 

■ « ■ : 

^ (AO + OC) (Jb — OC) = AÇ*, 



ou encore ; 

AO*— OC = AC, 

d'où Ton tire . . . .' 

AO*==î AC*+ ÔC*; 

donc (Prop. III. y l'angle ACO est dtoît , et AC. est une 
tangente à la circonférence qui passe par les trois points JB, 
D, C. Donc^ etc. ' ' 

PROPOSITION XXIII. 

Fig. 4i. Théorème. Diww un triangle ABC y si ton di\fise tahgh^A\ 
en deux parties égales par la ligne AD , J^ectangle des, côt^g- 
AJR y AC, est égal au rectangle des s^ffi^^ÊSD ^ DCj plufi au 
l^uarré de la sécante AD {Gkova. PropI^HEXI.) >. 

Réciproque. Si dans un triangle ABC ^ l'on a 

AB >Ç AC :rz BD X DC + ^\ 

la ligne AD dii/isera l'angle BAC en deux parties égales*. 
So^ donc ABC un triangle dans lequel on ait 

. AB X AC = BD X I>C + AD* 
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Si k ligné AD ne diTiae pib l'odgle A en deidP^Mes égsfles. 
•mt AK. la ligne qui opère cette division. En verta de lai di4 
recte» oa aora 

AB X AC — BK X KC + AK*; 
donc*on aur^t 

BD X DC -f- AJD = BK X KC + AK^ 

Au triangle ABC circonsçrivo^ns un cercle qui rencontre ^ E 
et en F , les droites At) ^ AK prolongées. Puiscpie 

BD X DC = AD X DE 

et 

BK X KC = AK X KF , 

on aurait, par la substitution de ces valeurs dans l'égalité 
précédente , 

AD (ED -h DA) =r AK (KF + AK); 

c'est-à-dire 

AD X A£ = AK X AF ; 

donc le quadrilatère EDKF serait inscriptible (Prop. XXI) ; 
donc la somme des angles opposas FKD^ FED serait égale 
à deux angles droits ; donc Tànde AKC serait égal à Tangle 
FED ou FEA ; donc (Lir. II, ftop. X, Lem. I.) l'atc AMC^ 
serait égal à l'arc ANB, ce qui n'a lieu que lorsque le triangle 
ABC est isoscèle. Donc l'angle BAC est diyisé en deux parties 
égales par la droite AD. Donc , etc. 

Remarques. 

I. On reconnaîtra, avec une légère attention, que les pro- 
positions IV, VU (Théor.), VIII (Théor.) , IX (Théor.)^ 
X (Théor.) , XXI (Théor.) , n'admettent pas de réciproques^ 

3 
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. Il* La éfi^bés' compris dans le coroUaii'e de la'propbsl* 
tion y^ donnent lieu aux réciproques suivantes : i: Si deux 
parallélogrammes sont entre eux comme leurs hauteurs , ils ont 
même base; a*: si-deux parallélogrammes sont entre eux comme 
leurs bases , 'ils ont même hauteur. On s'assurera de la vérité 
de ces deux propositions , par des raisonnemens analogues à 
celui que nous avons employé. (Prop. IL) 

III. La- rémarque précédente peut être faite relativement 
aux énoncés compris dans le corollaire de la proposition YI. 

lY. Nous nous sommes dispensés de rapporter la réciproque 
. de la proposition XIII , parce que là démonstration est la même 
que celle donnée (Ptop. VII.) 

V. Le théorème de la proposition XXXII n'admet pas de 
réciproque ; car , si eUe avait Jiieu , son énoncé serait celui-ci : 
sd lerectangle de deux côtés d'un triangle est égal au rectangle 
âe deux autres lignes y l'une de ces lignes est la hauteur du 
triangle , et l'autre le diamètre du cercle circonscrit. 

Mais si le .' rectangle de deux côtés d'un triangle est égal 
^ au rectangle de deux autres lignes dont l'une soit la hauteur 
du triangle^, l'autre sera nécessairement le diamètre du cercle 
circonscrit. Cette observation ^fournit un moyen simple de 
4^. déterminer le diaqiètre C£ du cercle circonscrit à un triangle 
ABC, lorsque l'on connaît deux côtés contigus AB, AC et la 
hauteur AD de db triangle ! on n'a besoin pour cela que de 

--_„• 1 ir z *• « ABxAC 

construire la hgne représentée par- — ,^ 

' Pareillement , si l'on connaît AB , AC , CE , on trouvera 

.T._ ABXAC 

^= CE • 

yi. Le corollaire de la même proposition n'admet pas de 
réciproque , non plus que le scholie. 

• VH. Nous avons démontré , mais seulement dans des cas 
particuli^s y que la réciproque de la proposition XXXIII 
aava^t pfis lieu. ... 
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PROPOSITION PREMIÈRE. 

X HÉOREME. Tout polynôme régulier p§ut être inscrit dans le 
cercle, et lui est circonscrit. (Gébmét. Prop. II, Liv. IV.). Fîg. 43.* 

Réciproque. Si un. polygone est en même temps inscriptible 
et circonscriptible , il est régulier. 

Cette prpposition inverse n'est pas généralement vraie , 
puisqae le triangle scalène jouit de la propriété énq^céo 
(Géom. Prop. VIJ, Liv. II). Mais la réciproque a lieu lors^ 
que les circonférences sont concentriques* 

£n effets puisque le polygone ABCDEG est inscrit au cercle 

OA , on aura OA = OB = OC = etc. D'après la seconde 

condition OM = ON==étc. Donc les cordes AB, BC, etc. 

' également distantes du centre, sont égales ; donc les triangles 

OAB et OBC sont égaux et isoscèles; par conséquent 

angl. OAB = angle OBC ; ançl. OAG = angl OBA , 

d'où 

OAB + OAG:^OBC + 0BA, ou GABsABC, 

et ainsi de suite. Ce polygone ayant Ids aDgIe9 et les côtéi 
égaux y est Tégulier. Donc ^ etc. , 
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PROPOSITION IL 

Théorème. Le côté du quarré inscrit est au rayon comme 
\(a est ài. (Géom. Liv. IV, Prop. III, Schol.) 

Réciproque. Si un^ corde est au rayon ^ comme j/a est 
à i , cette torde est le côté du quarré inscrit. 

Car soit Q cette corde et R le rayon ; on aura 

Q : R :: v^â : i. 

Si Q n'était ^$ le ^côté du ^ui^rré inscrit , en représentant ce 
côté par Q', on aurait , d'après la directe , Q': R :: V^â : i j 
d'où Q = Q', ce qui est absurde. Donc, etc. 

Théorème. Le côté du triangle équîhtéral inscrit f(st au 
rtyon^ comme ^Z ^st à i. (Géom. Prop. IV, Schol.) 

Réciproque. Si tine corde est au rayon comme ^^ est à i , 
cie^^e corde est le oôté du triangle équilatértd inscrit.^ 

La démonstration de cette réciproque €st la même que 

celle de la précédente. ^ 

. •* 

f»ROPO«ÏTION.IV. 

Piroblèmie. Inscrire dans u» cercle un décagone r^^lier^ 
Soit AS le côté de. ce pol^^gone ; l'angle ian .cfintrè £ xbjol^* 
dra YS de 4 droits, ou les | d'un angle droit que nous pren* 
drons pour l'-unité des angles : A -f~ ^ sera par conséquent 
égal à I ; et comme le triangle ACB est isoscèle , A=| , B =|. 
£n divisant B en deux parties égales par la ligne BM, on 
formera les triangles isosc^ks CBM et ABM||e triangle CBA 
donnera (Géom. Prop. XVII, Liv. III.) BC:CM::AB: AM. 
Or BCte: AC, CM = BM=5rAB; on aura donc AC : CM:: 
CM : AM , d'où CM > AM ^ ainsi le côté AB =;: CM du déca^ 
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^one est égd an plus grand segment du rayon diyîsé en moyenne 
et extrême raison. Cette ylution est directe et facile à retenir. 

PROPOSITIOÎNf V. 

Théorème; L'aire d'un polygone régulier est égale à son 
périmètre multiplié par la moitié du rayon du cercle inscrit, 
(Géom. Prop. VII, Théor.) 

Réciproque. Si la surface d^un polygone circonsmpùèle à 
un cercle , est égale au contour de ce polygone , mukiplié par 
la moitié du rayon du cercle inscrit , ce polygone est régalien 

Cette inverse n*est pas vraie, puisqa'ea menant à une cir-« 
conférence une suite de tangentes quelconques qui forment 
nn polygone qui ne soit pas régplier , sa sar&c& secar ég|Ble> 
an contour par la moitié du rayon idu cercle inscrit. 

PROPOSITION vr. 

Théorème. Les périmètres des polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés , sont comme les rayons dès cercles 
inscrit et circonscrit^, et leurs surfaces comme les quarrés dé 
ces rayons. (Géom. Prop. "VIII, Théor.) 

Réciproque. Si les contours de deux polygones sont entre 
eux comme R l R' et comme r ! r^; et leurs surfaces comme R* 
l JV^ , et comme r* : r'*, R etr, R et r' étant les rayons de cir^ 
conférences concentriques ^ ces polygones sont inscriptibles et 
circonscriptihUs aux circonférences décrites avec les rayons 
R et r, R' et r^. 

Cette. réciproque nVpas Heu. £a effet, on a par Fénonoé» 

p rP'riRcR'::!?:/, 

P j F' étant les contours ; donc i en. supposant que les deux 
polygones aient même nombre de côtés égaux chacun à chacun , 
ee qui est Tune des conditîo&a nécessaires pouÉr kur simiU?» 
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tode; et déngnant ce nombre de côtés pa^ m, '«a'j(arà' 

i.P:-p'::R:R'::r:/; 

771 771 

d'où 

m 
' ** 

propriétés qui ne permettent pas de conclure qne les deux 
polygones soient semblables , et conséquemment qu'ils soient 
réguliers y inscriptibles ou circonscriptibles. (Récip. Liy. III j, 
Proposit. XVII, XVIII.) 

PROPOSITION VI.I. 

Problème. Étant données les surfaces A etB ^un polygone 
régulier inscrit et étun polygone semblable circonscrit , troui^er 
les surfaces A' et B' des polygones réguliers inscrit et circons^ 
crit d'un nombre de côtés double, ( Géom. Prop. XIII.) 

Réciproque. Étant données les surfaces A et B' d'un poly^ 
gone> régulier inscrit d'un nombre de côtés pair et d'un pofy" 
gone semblable circonscrit, trouver les surfaces A et'B des 
polygones réguliers inscrit et circonscrit d'un nombre de côtés 
sous-double* ■ 

Si Ton connaissait A et B ^ et qu'on se proposât de dé- 
terminer A' et B', on aurait, en vertu du problème direct , 

A'= V^AxB et B'==:-j— pp. Dans le problème inverse, 

on se donne A' et B', et il s'agit de calculer A et B. Or, 

, . A'* 

de la première équation l'on tire A = *^- : la seconde donne 

B 

. (A + AQxB^ ^ A'* .(A + A') X B' ,. , ,. 



déduit a A'« = AB' + A'B' ; donc A = A'(2A|^— BO ^^_ 
lant les deux valeurs tronrées pour A, on aura uoe équation 
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A' X B' 
3e laquelle on déduira. B = a > ,^ p^ > ®^ conséquemment 

A _ A"^(flA^ — BO _ A^(aA^ — BQ 
A'B' "" B' 

PROPOSITION YIII. 

Problème. Étant données les surfaces d'un polygone régu^ 
lier inscrit et d'un polygone semblable 'circonscrit , trouver' 
les surfaces des polygones réguliers inscrit et circonscrit d^un 
nombre double de côtés. 

Noas. désignerons y comme l'a fait M. Legend^e ^ 'çbx A. et 
B, la surface du polygone inscrit dont AB est un côt^ etJPIg. 4& 
ceQe dtî polygone semblable cif conscrit ; par A' la surface du 
polygone inscrit dont AM est un côté, et par B' celle du poly- 
gone semblable circonscrit, ou parce que les triangles CAD, 
GAM, C£M et CAPM sont entre eux comme les polygones 
dont ils font partie, nous ferons CAD == A ^ CAM^rsA', 
CEM = B, CAPM = B'. On aura 

ACD = A, 

ÀCM = A' = A+^^2<MD 

ECM == B = A + ADMA' + AA'E , 

en menant AA' parallèle à CM. Or AJDMA' = AD X DM ; 

AA/ir— AA^XEA^ MD X EA^ . . . .... , 

AA IL = = 1 mais la smiilitude des 

a • . a • • .,' ■ - • 

triangles EXk! , ACD donne . 

EA' : AA' ou MD :: AD : X>C', doii EÀ' :^ ^21^ . 

• DC 

et conséquemment 

ÉCM =B ::=: A + AD X DM + ^^p/ - 

\=A + ADxDM + .^k^* 
^ ^flDGxAD 

A _ii An JriTwr_i MDX AD* 
3= A -f* AD X DM 4- — — 7T— --i 

4A 1 
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EnEa 

ACMP = B' = A +. ADMA' -^ AA'P 

= A + AI>XDM — ^^ ^^^ 

A » ATX «.1^ MDxA'P 
_ == A 4- AD X DM — . 

# a 

• 

Or les trianglea semblables AA^P , ADC » parce qu'ils ont 
toW les cô^i^a p^rpen4iculaires Tua à Taubc^ ^ doimeat 

A'P:M' wMD::à>:AD, tfoùA'Pw^ï^^^; 

dono 

ACMP = B' = A + ADXDM — îî^^. 

Ainsi on ^ cette suite dç v^ileurs, : 

s 

X • • • • • A I oV j 

a" A'=A + ^i52<J«»; 

a 

3«..... Bî=A + ADxMD + ^2:g^î 

4»...,. E'=,AHrAI>XMD-^^|^. 

Il est visible que B X A = A'* , d'où A' = V^B X A ; c'est 
ce qu'on peut trouver plus directement , en représentant par 
A la raifaée dn. tciani^ AAU^; car on a 

(a) A=A, 

(4)...,. a:.=a+r, 

(c)..... B =A + aR + J, 

■ ■ t 

De la seconde ég^é on tir& 



t t • 



• A'-A=^^^ 



» « 
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et substituant cette valeur de R dans la troisième , elle de- 
vient , après les réductions , 

B=^-*:. d'où A'= >/ÂB, 
A 

comme ci-dessus. 

Reprenons la formule (4®) qui revient à celle-ci 

B' = A + AD X MD 



âAD 



et introduisons dans la valeur de B' la surface R : "par cette 
substitution , ' 

B' = A + .R-R.^^?^. 

AD 

Or de la relation 



AD = MD ( CM + CD) = MD . CM + MD . CD, 

on déduit 



AD* 



_CM , —^A _ A^ + 1 , 



MD . CD CD ' A ^ A 

donc 

B' = A + aR — -7^"^ 



A' + A 

-^^ A + A' 

_ (A^-A) (A+aA Q 

et après avoir réduit A au dénominateur A-|-Â' et effectué 
JéyB réductions, on trouve 

R' — ^^^ — ^^ 

■ — A+A'"~Â+ïr* 
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Dans les Notes annexées à cet ouvrage , nous ferons con- 
naître une démonstration très-simple de cette proposition , que 
nous ne pouvons placer ici ,^ parce qu'elle est fondée sur la 
Trigonométrie. . 

Remarques. 

Les propositions! ( Théor. ) , III (Théor.) , IX, X (Théor.) , 
XL, XII (Théor.) , ne donnent pas lieu à réciproques. 
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PROPOSITION PREMIÈRE. 

HÉORÉME. Les obliques également éloignées de la per^ 
pendicukdre sont égales, et , de deux obliques inégalement 
éloignées de la perpendiculcdre , celle qui s^en éloigne le plus * 
eêt la plus longue, ^(Géom. Lâv. V, Prop. Y, Théor.) 

Réciproque. Les obliques égales sont également éloignées 
de la perpendiculaire y et, de deux obliques inégales , la plus 
longue est la plus éloignée de la perpendiculaire. 

On démontrera facilement les deux propositions compri^s 
dans' cet énoncé^ par des considérations analogues à celles que 
nous avons employées. (Liv. I, Prop. V et YI.) 

Soholie. L inclinaison de la ligne AB sur le plan MN , ^ic. 46 
se mesure par t angle ABP formé par la ligne AB avec l* in- 
tersection BP du plan MN par le plan conduit suivant AB , * 
et la perpendiculaire AP au plan MN, 

Cet angle ABP est très-propre à mesurer cette inclinaison ; 
car lorsque AB se rapproche de AP et devient AB', l'angle 
PAB diminue, son complément PBA augmente. Lorsqu'au con- 
traire AB .s'éloigne de AP, l'angle ABP diminue. 

D'ailleurs cette mesure constante pour des écartemens PB 
égaux y est en même temps le minimum de tous les angles 
que forme AB avec les droites qui passent par son pied dans 
le plan MN. En effets si ABP n'était pas le minimum de 



;• 
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tons ces angles , soit ABD l'angle le plus petit ; prenons BD 
= BP , et menons AD.:^ les deux triandes ABP et ABD au- 
ront le côté AB commun , et BP=BD, par contruction ; mais 
J'angle ABD étant , par hypothèse , plus petit que ABP , AD 
serait < AP : or' AP étant une perpendiculaire et AD une 
oblique , AD est > AP ; donc la conclusion précédente est 
absurde , et par conséquent l'angle ABP est plus petit que 
tout angle ABD. 

ABP étant l'angle minimum, son supplément ABC sera 
Tangle maximum. 

PROPOSITION II. 

, Théorème. Soit AP une perpendiculaire au plan UN, et 

' BC une ligne située dans ce plan; si du pied P de laper- 

pendiculaire , on abaisse PD perpendiculaire sur BC , et qu'^n 

joigne AD , AD est perpendiculaire à BÇ, (Géom. Prop. VI, 

Théor. ) 

Réciproque. Soit AD une perpendiculaire abaissée du point 
A situé hors du plan MN , sur la droite BC située dans ce 
plan; si y par le point D , on mène dans le pkmui^^erpen- 
diculaire DP à BC y et que du point A , on abaisse une per- 
pendiculaire AP à PD ; je dis que AP sera perpenMculaire 
au plan MN. 

Car> si AP perpendiculaire à PD ne Fest pas atrplan MN, 
menons AQ perpendiculaire à ce phm : le point Q ne pourra 
pas être un des points de PD , puisqu'alors AQ; et AP seraient 
deux perpendiculaires à la droite PD, menées à^vm même point 
A hors de cette droite ^ donc la perpendiculaire Qt* à BC sera 
différente de PD; donc laligne AF sera différente de AD. Or, en 
yertu de la directe, AF doit être perpendiculaire à BC ; donc il 
y aurait deux perpendiculaires AD, AF menées d'un même point 
à une même droite BC et dans le même plan ABC, ce qui est ab- 
surde; donc AP est perpendiculaire au plan MN. Donc , etc. 
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PRX)POSITION III. 

Théorème* Devx plans parallèles sont partoiU à égale dis* 
Umç0. (Géom. Prop. XII, Cor.) 

Réciproque. Si deux plans sont partout à égales distances^ 
ils sont parctllèles. 

Soient MN , PQ deux plans partout à égales distances ; en- 
sorte que Iqs perpendiculaires A3 , CP .abaisaées^de deux points Fig. ^ 
quelconques A et C du plan PQ sur Je plan MN , soient égales : 
ces perpendiculaires seront parallèles.; doi»e les triangles BCD, 
BAC seront égaux , et conséquemmant AC sera toujours pAr 
rallèle à BD. Donc , etc. 

PKÔPP«ITI01!V IV. 

Dans la rencontre des plans parallèles, par un troisiènw^ 
il existe , dît 1* Auteur , les mêmes égalités d^ angles et les 
mêmes propriétés que dans ia rencontre de deux lignes pa^» 
ràllèles par une troisième (Géom. Prop'. XV, Scholie.); ce 
qui est incontestable ^^s'il s*agit des propriétés directes seu- 
lement; mais on se convaincra que les propriétés réciproques 
qui sont démontrées par rapport aifx lignes , ne conyienneqt 
pas aux plans. Ainsi, par exemple , si deux plans coupés par 
un troisième^ ont les angles correspondons égaux, ces plans 
peuvent n* être pas parallèles. £n effet, supposons un plan , 
horizontal rencontré sous un certain angle par un autre plan 
que nous appellerons plah%écant : cet an^e sera celui de 
deux perpendiculaires en un même point de Vintersection des 
deux plans, situées dans ces deux plans. Ôr on peut imaginer 
dans le plan sécant une droite quelconque non parallèle 
à. cette intersection^ .et deyx. perpendiculaires .en un point 
quelconqye de cette droite, dont l'une soit dans le plan sé- 
cant , et dont- Tautre située hors de ce plan , fasse avec elle un 
angle égal à celui qui mesure l'inclinaison du plan sécant sur 
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le plan horizontal : le plan mené par cette dernière perpen^^ 
diculaire et par la droite tracée dans le plan sécant, ne sera 
pas horizontal , ou parallèle au plan horizontal , et cependant 
il fera avec le plan sécant le même, angle que celui-là. Donc 
la réciproque n'a pas lieu. On peut étendre ce raisonnetnent 
aux autres inverses. 

/ • - 

PROPOSITION V. 

Théorème. Lorsque prois droites sont perpendiculaires entre 
elles y les trois plans qu'elles déterminent le sont entre eux. 
( Géom. Prop. XVIII , Schol. ) 

Réciproque. Si trois plat^ sont perpendiculaires entre eux, 
leurs intersections le sont entre elles, 
'g- 49- Soient B4C, BAD, CAD trois plans . perpendiculaires entré 
eux , je dis^ que leurs intersections le sont entre elles. Car , 
les deux plans BAC , BAD étant perpendiculaires à un tr6i- 
sîème CAD , leur intersection (*) BA (Géom. Liv. V, Prop. 
XX) est perpendiculaire au plan CAD, et par conséquent 
aux lignes AC , AD. -Donc , etc. 

^PROPOSITION YI. 

Théorème. Si deux plans sont perpendiculaires à un troi^_ 
sièmé , leur intersection est perpendiculaire à ce iroîsièn^^ 
plan. (Géom. Prop. XX.) 

Réciproque. Si l'intersection de deux plans est perpendi" 
culaire à un troisième, ces deuxtplans sont chacun perpei^-^ 
diculaires à ce troisième; 

Car chacun des deux premiers plans passe par ime droif^. 
perpendiculaire au troiaième. 



(*) Nons faisons, usage ici d'une proposition démontrée subse'qnemment 
dans la Gëome'trie j mais on ol>8er?cra ^'eUe a'«xige pas la d^moBStration dt 
cf tce reciproqut. 
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Théorème.* «Si un angle solide est formé par trois angles 
plans > là somme de deux quelconques de ces angles sera plus 
grande <jue le troisièràe, (Géom. Proposit. XXI, Théor.) 

Réciproque. Si de trois angles plans donnés , l'un quel^ 
conque kst plus petit que la somme des deux autres\ et si de 
plus leur somme est moindre qiie quatre droifs ^ on pourra 
former un angle sôlOe avec ces trois angles plans, 

£n effet y appelons A, B, C le3 trois angles plans dojinés : 
â*après les conditions de Ténoncé , on aura A <^ B -f* C ,' 
B < A 4* C , C << A + B. Des deux dernières inégalités , 
on tire celles-ci , A>B — C, A^C — B qui nexpriment 
qu'une seule, et même cJiQse; savoir : que l'angle A est plus 
grand que la différence dçs deux .autres. Ainsi toutes leç cou- 
ditions de Ténoncé équivalente celles exprimées par les deux 
inégalités À < B +C et A > B.~C ; donc (Géom. Liv. V, 
Prop. XXrVi Schol.) Tangle so^de peut être formé. La con- 
dition que }a somme- des angles A, B, C soit moindre que 
quatre, droits , est une conséquence nécessaire de ce qui est 
démoniré (Géom, Proposit. XXII, Théor.) ; car si U somme 
A + B + C était seulement égale à quatre droits , l'angle so- 
lide n* «esterait plus, il serait l'angle plazji.' iFig» 196, Géom* 
de Legendre.^ 

m 

PROPOSITION VIII. 

Théorème. Si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun , .les plans dans lesquels 
sont les angles égaux, seront également inclinés entre eux* 
(Géom. Prop. XXXIII, Théor.)* 

Réciproque. Si deux angles solides sont formés par trois 
plans également inclinés entre eux , les angles plans seronê 
égaux chacun à chacun. 
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fig. 5ob Soient S, S'^ deux angles solides formés par des plans ég$* 
lement inclinés^ je dis que les angleis de ces plans sont égaux 
chacun à chacun , c'est-à-dire .«qu'on a ASB =^ A'S'B , 
ASC = A'S'C , «t BSC = B'S'C, En effet , ifosons le eom- 
taet S sur S' / et dirigeons SA suivant S^A' ; appliquons dç 
plue le plan ASC sur le plan A^X'^qoi sera celui de la 
planche , le plaïf ASB s'appliquera sur le. plan A'S'B'. Soient 
3'C, S'By lç3. positions que prendront , par suite de cette 
superposition^ lea lignes SC , SB du premier angle solide danj 
les plans des faces ÀfS^Cf, A'S'B', prolon^ées^^ s'il est néces* 
saire. Supposons , pour Tintelligencé de la figufe ^ que l'angle 
S^ soit coupé par un plan quelconque dVbcc\ Tout c^la pôsé.^ 
i! est facile de voîf' que les plans VS^c\ bS'c , étant prolongés 
Suffisamment , se couperont suivant une droite S'I située toute 
entière hors de V^gle solide ; de sorte que IS'c^y n'est qu'un 
seul et même plan a^i^i que IS^cb. Or, d'un point j^elcdnqiie 
M de S'I , abaÏBsons «uï le ]^tan A'S'B' la perpendîc)lîâl?e-MP; 
du point P, menons les perpendiculaires PK', PK aù^ tignès 
STR', S'B, et joignons MK' et MK i ces droites (Géôm.Xiv.Y^ 
Prop. VI , Théor.) seront perpendiculaires aux lignes S'B' / 
S'B> et par conséquent les angles PK'M, PKM mesurent les 
inclinaisons sur le pîin A'S'B' , des plans C'S'B' et CS'B piro* 
longés. De plus ^ PK' étant plus petit que PK , les pljjiques 
MK'y MK. sont in^égales, et conséquemment inégalement in- 
clinées ; donc les angles PK'M , PKM seraient inégaux. Enfin 
il est facile de voir que ces angles sont respectivement les 
supplémens des inclinaisons des plans 6'SV, bS'c sur A'S'B'. 
Donc ces inclinaisons seraient inégales y ce qui est contre notre 
hypothèse ; donc l'angle plan ASB = A'S'B'. Maintenant les 
deux angles solides ayant un angle' plan égal adjacent i dés 
inclinaisons égales ^ sont évidemment égaux. Donc, etc. 

Notre démonstration paraît 'supposer que les lignes SB, 
SC du premier angle solide , tombent d'un même côté du 
plan B'S^C ', mais on s'assurera facilement qu'elle s'étend au 
cas où ces lignes seraient disposées de dilFérens côtés de ce 
plan. 
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Rémarque, • 

Etant donné un angle solide trièdre S, on en formera tou- 
jours le symétrique, en prolongeant. les arêtes SA, SB, SC 
au-delà du point S ; car il est évident , i'' que les angles plans 
A'SC\ A'SB', B'^SC, t-espectivement égaux aux angles plans 
ASC , ASB , BSC , seront disposés autrement que ceux-ci ; 
a® que l'angle entre deux quelconques des trois faces ASC^ 
ASB , BSC , sera égal à Tangle entre celles des faces de Tangle 
solide opposé , qui sont leô prolongemens de celles-là. Cette 
manière de former un angle solide symétrique d*un autre , est . * ' 
nmple ; et lorsqu'il sera question de démontrer , par exemple , ' 

que les angles solides aux deux extrémités de la diagonale d'un 
parallélépipède sont symétriques l'un de l'autre , il suffira de 
prolonger les arêtes de l'un de ces angles , et de prouver qud 
l'angle solide qui en résulte est parfaitement égal à l'autre. 

Maintenant Tarêt^SB' se trouvant au-dessous du plan des 

angles A'SC, ASC , si l'arête SB est au-dessus de ce plan , que 

l'on conçoive que le sommet S restant fixe , le plan C'SÀ' 

tourne en faisant une demi - révolution i^u-dessus du , plan 

de la planche , jusqu'à venir en ASC, SC tombant sur SA, et. 

SA' sur SC , il est visible que l'arête SB' ne peut venir suivant 

SB : cette coïncidence des arêtes SB , SB' est impossible de 

quelque manière qu'ait Heu celle des angles A'SC, ASC. 

• 

Remarques. { 

I. La plus légère attention suffit pour apercevoir que les ^ 
propositions I , II (Théor. et Cor.), III, IV (Tfaéor. et 

Cor. II), "VI (Schol.), YIII, ÏX , XII (Théor.) , XIH 
( Théor. ) , XIV, XV; XVII ( Théor. ) , XVIII (Théor. ) , 
n'admettent pas de réciproques. 

II. Les problèmes réciproques de ceux des proposition» 
XXIV et 7^3f^V, seront résolus ci-aprèf , à l'axticle des Plaus. 
(Recueil du Théor ^ et de ProbLj. 
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PROPqSITION PREMIÈRE. 

X HÉOREME. Dans tout parallélépipède , les angles opposer 
sont égaux et parallèles ( Géom. , Liy. VI , Prop. IV, Théor. ) 

"- Réciproque. Si dans un prisme ^quadrangulaire ,- les plans 
opposés sont égaux et parallèles , ce prisme est un parallé^ 
lepipède. 

Fig. Si. ^° ^^®* > '®® plans opposés AG , DH étant égaux et paral- 
lèles, AB est égal et parallèle à CD ; donc ABCD est un pa« 
rallélogramme , et par conséquent le solide AH est un parai* 
élepipède. Donc^ etc. 

PROPOSITION IL 

Théorème. Dans tout parallélépipède , les angles s'oKdes 
opposés sont symétriques tua de Vautre, ( Géom. , Prop. V> 
Théor. ) 

g. Réciproque. Si dans un prisme quadrangulaire , les angles 
* solides opposés sont symétriques Vunde Vautré y ce prisme est 
un parallélépipède. 

Soit AH un prisme quadrangulaire , dans lequel les angles 
solides opposés soient symétriques Tun de l'autre ; je dis que 
ce prisme est un parallélépipède. Car , en vertu de la symé- 
trie des angles D et G ^ ou a l'angle ADG = FGH : or Fangle 
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PGH = ABC ; donc l'angle ABC = ADC. Les angles opposés 
A et H étant symétriques^ on prouvera de même que'i'angle 
BCD^= BAD; donc (Liv. I, Prop. XIV , Récip.) ABCD est 
un parallélogramme. Donc le prisme quadrangulaire AH est 
un parallélépipède. Donc , etc. 

PROPOSITION III. 

Théorème. Dtms tout parallélépipède , les diagonales me-* 
nées par les sommets des angles opposés , 5e coupent mu- 
tuellement en deux parties égales, {Ibid,) 

Réciproque. Si dans un prisme quadrangulaire , les deux 
diagonales se coupent mutuellement en deux parties égales, 
ce prisme est un parallélépipède. 

Soit AH un prisme quadrangulaire, dans le^el les deux'.Fig. 5i. 
diagonales DG, FC se coupent en deux parties égales; je dis 
que ce prisme est un parallélépipède. Car ( Liv. I , Prop. 
XV, Récîp. ) Ta figure CBFG est un parafléfogrammè ; 
donc CD est égal et parallèle à PO, et par conséquent à' 
AB ; donc la figure est un parallélogramme ; donc le ptisbië' 
quadrangulak-e AH est un parallélépipède. Donc, etc» 

.'PROPOSITION I y. 

Tkéorhme^i Le plan guipasse pc^r deuv arêtes :par/JlèUs 
opposées d'un pçtrallélepipède , divise ce solide endei^-ptisrnes 
triangulaires sym^rif]ues l'un \de, ^mJ^re, ( Gépm. Pfop. Vt|., 
Théor.) ^ ' . K .. * 

Réciproique. ';Si uft plan donduié suivant deux Wi&eÈ ÀF ^ 
CH opposéei £un prisme quadroAgahiré , le divise en deux Pig- ^'* 
prismes tiiànffilap^sABCPGH,A€DHEFsyftiétrîijiièà Tun 
de Vautre , ce prisrne est un paràilétépipède, ''^ '* ; 

Car ces prismes triangulairet étant symétriques'/ les angles 
oppo^ D et Ole sont aussi (Géom'.Pfop. II, Schol.): De 
plus , en flùsant passer un plan par les arêtes opposées DE , 
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£G , on prouvera de même que les angles solides A et H sont 
.^ymétvîques Tun de l'autre ^ donc (Prop. 11^ Rëcip.) le prisme 
quadrangul^^re AH est un parallélépipède. 

On déduira d'une autre manière la même conclusion , en 
observant que les lignes AF , CH ^tant égales et parallèles^ 
)a figure ACHF est i^n parallélogramme , et que par consé- 
quent ses deux diagoi^lesAH, .CF., qui sont aussi celles du 
prisme , se coupent en deux parties égales ^ et que la même 
cho9e a lieu, pour deux autres diagonales DG, CF. Donc 
(Pro^). in, Récip.> 



• • . 
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.' .s. i • ■ • • ' • • •■ • ^ . •*' 

Théorème. Toute section faite dans un prisme par un plan 
parallèle à sa hase, est égale à cette base, (Géom. Prop. VU, 
CoVôil.) •' ': . ' ■ ' 

f I ... f I • > 1 • ■ 1 • I / . » I j . ■ ■ • ; f ; 

Fig. 5a. Hécjprdiqpie. Si on coupe u^ prisme par un plan, de ma* 
nièreque la section soit égale à la base^ elle hd sefa aussi 
parallèle. ,, ;'.... i . :J . 

Cette* proposition • inverse n*a pas lieu.' Cn effet , ^ient' 
B ACDE , BAC'D'E' deux polygones ayant les angles et les 
côtés .égaux; puisqu'ils pnt- le eâlté AB.cttmmunv, si on les 
applique tous deux .sur le plan de la planche, ils coïnci- 
deront. CSspâfcevons que le polygone BAG^iD^Ë * toîmié auteur 
âô"AB'\:oilime charnière^/ et qu'il prenne tihé piosition quid- 
, conque B'ÂG'D'E'V' dàniTèspkce : les points C , D, E dé-; 
criront des arcs de cercles CC, DD', EE', dont les centre! 
c, d, ff «H'pnt dans l'aj^e .4^ .l'Qtation AB^. et 'dont les raydns 
Ce, jyd, J!(?^.çront. perpendiculaires àcet axe: lesfiJansdece» 
cercles s^of^donc pan^Qèles^et comme les aix)$ CC, DD ^ EE' 
sont I semblables , si on. prend .<{i = eE, dy:s=:'cC, on aura 
axe s^^ ?=f ariD^EE', arc y^' ::=: arc CC ; donc les cprdes DD', 
s^, y^ seraient p^raUèle».|'dOilp duasi les cordes des arcs DD-, 
£E'^ CC\ prolongées ég^^lementr, Àpartir-des points D^ E, çt €, 



UVRE VI. 53 

fieront parallèles; donc les sommets £^ ly, C se retrouveront 
sur l€s arêtes dW prisme ayant ACD£B pour base , en sup- 
posant par B et A des arêtes parallèles et égales à celles qui 
paitintdes points E^ D et C. Ce prisme sera donc coupé par 
un plan non-parallèle à la base , suivant une section égale à cette 
base 'y et toutes les sections faites dans ce prisme par des plans 
parallèles à l'un ou à Tautre des polygones B ACDE , B ACD'E' , 
seront des polygones parfaitement égaux à ceux-là > et con- 
séqnemment égaux entre eux. 

- PROPOSITION VI. 

Théorème. Deux parallélépipèdes rectangles qui ont même 
base, sont entre eux comme leurs hauteurs, (Géom. Prop. XII.) 

Réciproque. Si deux parallélépipèdes rectangles sont comme 
leurs hauteurs i ils auront même base. 

• 

En effet ^ soient P et Q deux parallélépipèdes rectangles, 
H et H^ leurs hauteurs, B et B' leurs bases, nous aurons 
P : Q :: H : H'. Or si le rectangle- B' n'est pas équivalent à 
B , sur cette base V construisons un parallélépipède R dont 
la hauteur soit H; nous aurons, d'après la directe, RtQlHrH^, 
d'où on déduirait R =: P ; conclusion absurde , puisque les 
parallélépipèdes R et P ayant même hauteur , ont des bases 
différentes. Donc , etc. 

Remarquons que la condition énoncée n'emporte cependant 
pas la coïncidence des bases B et B' , mais seulement, comm^ 
nous venons de le prouver , leur équivalence. 

PROPOSITION VIL 

Théorème. Deux parallélépipèdes rectangles qui ont même 
hauteur^ sânt entre eux comme leurs bases. (Géom. trop. XIII. J 

Réciproque. Si deux parallélépipèdes rectangles sont entre 
eux comme leurs bases ^ ils ont même hauteur. 
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On emploiera ^ pour démontrer cette réciproque , un rai* 
sonnement semblable à celui que nous ayons fait précédem* 

PROPOSITION VIII. ^ 

Théorème. 5*/ une pyramide quelconque est coupée par un 
plan parallèle à sa base , les côtés et la hauteur seront di" 
visés proportionnellement. (Géom. Prop. XVI, Théor. i**.) 

' Réciproque. Si un plan divise les côtés d^une pyramide 

proportionnellement , il est parallèle à sa base, 

Fjg, 53^ En efFe^, soit SABCD une pjrr^mide donti^les côtés SA, 
SB , se / SD soient coupés en a, b ^ c, d^ par le plan abcd^ 
de manière qu'on ait 

Sa : ûA :: sb : iB :: Sc ; cc :: Sd : du. 

De cette suite on déduit ces dieux proportions 

Su : oA :: S6 : ftB, S6 : 6b :: Sc : cC; 

donc les droites a&, bc sont parallèles aux droites AB, BC; 
donc (tîéom. Liv. V, Prop. XIII, Théor.) les plans /o&c^ 
ABC sont parallèles. Donc, etc. 

PROPOSITION IX. 

r 

k 

Théorèijie. Si une pyramide est coupée par un plan pa-- 
rallèle à la base , la section sera un polygone semblable à cette 
base, (Géom. Prop. XVI, Théor. a**.) 

Réciproque. Si la section d'une pyramide par un plan y est 
un polygone semblable à la base , le plan sécant sera paral-^ 
lèle à cette base. 

S'il existait dans une p3rram)de polygonale , une section non 
parallèle et cependant semblable à la base, il y aurait évidem* 
ment lieu à UDe section égale à la base , laquelle serait parallèle 
à la première : cette section serait donc une position particulière 
de celle de la base dont le plan aurait tourné autour d'un axe 
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fixe inené dans le plan de cette base; mais, dans ce mouvement, 
lés sommets des angles de la b^se décriraient des arcs de cercles 
dont les plans seraient parallèles entre eux et perpendiculaires 
à Taxe de rotation , et tous ces cercles auraient leurs centres 
placés sur cet axe /aux points où il eA* rencontré par les per- 
pendiculaires qu'on lui mènerait de tous ces sommets. Or quelle 
que soit la position de cet axe par rapport au. polygone qui sert 
de base k la pyramide , il est impossible que les arcs décrits par 
les sommets de ces angles, d^ntle mouvement dn^planrde fia 
haàe autour de Tas^e, rencontrent les arêtes de la pyramide, 
et qu'ainsi ces sommets se retrouvent tqus en même temps sur 
ces arêtes, pour former sut le contour de la pyramide le poly- 
gone supposé égal à là base. 

Ce raisoxmenient peut, être facilement suivi sans le secours 
d'une figure d'autant plus inutile ici qu'elle iié 'inontrerait 
qu'une position particulière de l'axe de rotation , qui cepen^ 
dant doit être vue dans une infinité de positions. 



. t 



Remarque, 



', • 



On observera â l'égard de la pyramide triangulaire , dont Fîg. 54 
la section par un plan parallèle à la base, serait le triangle ADF, 
que le point D, dans le mouvement supposé autour de Taxe 
ÂF,pettt venir se placer sur l'arête SD, S étant le sommet 
de la pyramide , puisqu'il suffit que cette arête soit dans le plan 
de l'arc de cercle décrit par D. La pyramide qui a. pour base 
cette nouvelle position du, plan ADFj admet dle-même. une 
section seniblable à sa base par un plan nan^araU^e^^.P'où il 
résulte qu'on peut faire dans une pyramide triapgulaire. plu* 
sieurs jetions semblables à la base ^ par dçs. plans qui ne lui 
seraie^nt pas parallèles. 

PROPOSITION X. . 

Théorème. «Si on coupejdeux pyramides de même hauteur^, 
eu dont les bases sont situées sur le même plçn f^ par un plam 
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parallèle à cêbû des bases , les sections seront entre elles comme 
les bases. (Géom. Prop. XYI^ Cor.) 

Réciproqae. Si deux pyramides de même hauteur sont cou-' 
pées par un plan tel ffse les sections soient comme les bases , 
les sections sont parallèles aux bases. 

^. En «ffet ^ 11 It plan des sections n'était pas parallèle aux 
bases, par l'on q[nelconqae des sbnunets deTun des polygones, 
on ponna^tAûre passer un plan parallèle aux bases, qui donne- 
rait d'antres sections :cy2^u/^, et x^yujn^, telles que l'on aurait 

' . *y»/«/y •• ^y»A ". ABCDE : A'B'C'iy ; 
mais, par hypothèse, 

V .ayzut : jfyi/x/ :; ABCDE : A'B'G'iy ; 
donc 

ocyzjJLf^ : xyzut \\ ^y'ujk^ : ar'/uV ; 

(Prop. IX, Récip.) 

■ " « ■ ^ 

Remarque, 

La même proposition, n'est pas vraie dans le cas de la py- 
ramide triangulaire. 

En effet, concevons deux pjrramides triangulaires coupé;,e8 
par urf plan parallèle aux bases ; nous avons prouvé qu'il exis- 
tait dans ces pyramides des sections semblables aux bases, 
sans leur être parallèles ; donc , si par deux côtés homologues 
des premières sections , on mène des triangles égaux aux pre* 
miers , ils seront dans le rapport des bases , sans leur être pa* 
rallèles. (Prop. IX, Récip, Rem. ) * 

Le théorème direct peut aussi s'inverser de cette manière. 

Si deux pyramides quelconques qui reposent sur te même 
filon i sont coupées 'par un phùi parallèle à celui des bases. 
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tnsorte que ces sections soient entre elles comme les bases ^ 
elles €mront même hauteur. 

En effet,, soient B et H la base et- la hauteur d'une pyra- 
mide, 6 et A celles de la pyramide partielle, B', H', V^ h' les 
bases et les hauteurs correspondantes dans )a seconde pyra« 
xnide. On aura 

B \:h :: H» : i», V iV :: H'* : A'*; 

mais , par hypothèse , 

B : 6 :: B' : i'; donc H : A :: H' : v, 

donc ' ^ . 

H ^ A : H' — A' :: h : H' : 

or H — A = H' — A' , donc H =; H'. Donc, etc. 

PROPOSITION XL 

Théorème. Devjc ^pyramides triangulaires semblables^ ont 
les faces homologues semblables , et les angles solides homo* 
logues égaux. (Géom. Prop. XXIII, Thébr.) 

L'énoncé de la réciproque est la définition même de la si-^ 
militnde de deiix pyrs^^iides triangulaires ( Géom. Liy. VI » 
Définit. XVIi:) 



.1 • 



PROPOSITION XII. 

Théorème. Deux pyramides, triangulaires semblables onf 
' les côtés homologues proportionnels, XGéom. Prop. XXIII ^ 
Cor. I.) 

Réciproque. Si deux pyramides triangulaires ont les côtés 
homologues proportionnels r^ elles sont semblables. 

Cette proposition n'est pas généralem^e^t ,yrai^ Car, soient 
SABC, S' ABC deux pyramides triangulaires symétriques^ pjg ^ 
leurs faces seront égales*, donc SA = S'A, SB = S'B*, 
SCi== S'C. Si Ton QQupe la pyramide^^^S^ABC par le plan 
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A'B'C pazallèle à h base, la pyramide S'A'B'C sera Bem-^ 

blaUe à S'ABC. (Géom. Prop. XXIII, Cor. lU.) Donc 

S'A' : S'A :î S'b' : «'b î: s^a : s'c ; 

et par conséquent 

S'A' : SA :: S'b' : SB :: s'C : SC; ^ 

a 

et cependant les deux pyramides. SABÇ et S^'Ar'B'C ne sont 
pas semblables. Le même raisonnement s'applique aux pyra^ 
mides polygonales. 

Mais si on suppose ^e l6s planB^ qui fbiteent les angles 
solides S et S' sont disposés de la même 'manière , alors. la 
proposition est yraie< (>^oy..Oéom. Propr-XXIII, Sohol.) 

Remarque. 

Mais à regard des pjrramides polygonales dont les faces 
sont semblabiement disposées ^ il n'est pas yrai qu'elles soîeht 
semblables. 
g. 57* En effet ^ construisons deux triangles ABC » A'BG égaux 
; et semblabiement placés 5 sur le milieu de AA'^ élevons la 
perpendiculaire So \ joignons un des points de cette perpen- 
diculaire avec les sommets A^B^D^E^C, A', alors SA' = SA , 
et les deux pyramides SABDEG et SA'BDEC , sans être 
égales y auront leurs faces égales et semblabiement placées. 
Donc toute pyramide retranchée de l'une d'elles par un plan 
parallèle à la base, aura ses faces semblables à celles de 
i'autre^ sans cependant qu'elle' lui soit semblable. 

PROPOSITION XIII. 

Théorème. Dans deux pyramides triangulaires semblables t 
t inclinaison de deux faces quelconques est égale à ïincli" 
naisôh des faces homologues dans F autre. (^Ibid, Cor. II.) 

Réciproque. Si deux pyramides triangulaires sont telles que 
V inclinaison dç deux faces quelconques de tune, soit égale à 



y 
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l'inclinaison de deux faces de l'autre , ces deux pyramides 
4ont semblables. 

Cette proposition inverse n est pas généralement vraie; car 
concevons deux pyramides triangulaires symétriques , elles au- 
ront leurs angles dièdres égaux , sans être égales ; ainsi toute 
pyramide retranchée de J'une d'elles par un plan parallèle à 
la base , ne sera pas semblable à l'autre y quoique les angles 
dièdres compris entre les faces homologues ^ soient égaux. 

Il en est de même de deux pyramides polygonales. 

^^ais si on- apporte cette nouvelle restriction , que les faces 
homologues soient semblablement disposées; alors Ténoncé sera 
?rai. 

Car y soient S ABC, TDËF ces deux pyramides. De ce pjg. 59. 
que leurs faces sont également inclinées entre elles ^ il suit 
(Liv. V, Prop. VIII) que les angles solides A et D, B et E, 
G et F, S et T sont égaux \ donc les triangles A SB, DTE 
sont semblables, ainsi que les triangles BSG , ETE : de plus, 
ces triangles sont semblablement placés ; donc les pyramides 
SABC, TDEF sont semblables. 

PROPOSITION XIV. 

Théorème. Si on coupe une pyramide triangulaire par un 
plan parallèle à la base , la pyramide partielle est semblable 
à la pyramide totale, {Ibid» , Cor. III.) 

Réciproque. «Si deux pyramides triangulaires sont senfbla-* 
blés ^ et que ton superpose les angles trièdres au sommet, les 
bases seront parallèles. . « 

En effet , puisque les deux pyramides triangulaires SÀBC Fig. 59. 
et SA'B'C sont semblables, les faces SAB, SA'B' j SAC, 
£A'C' sont semblables , on aura par conséquent 

SA : SA' :: SB : SBf, - 
SA : SA' :: se : sCi 
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on xie considère que celles qui ont pour base commune an 
même triangle de chacune des bases ; il s'ensuit qu'on, ne 
considérera que celles qtd déterminent ^ors de ces mêmes 
bases les sommets des angles solides respectifs des deux po- 
lyèdres.' Or y par hypothèse » ces pyramides sont semblables 
chacune à chacmie ; donc aussi les polyèdres sont semblables.* 

PROPOSITION XVIII. 

• ■ . ^ ■ - • ' 

Théorème. Deax diagonales homalogués tfoMlconqiies de 
d^tix polyèdres semblables , sont entre elles comme deux côtés 
homologues quelconques. (îbid,) 

Réciproque. Si deux pofyëdres sont tels, gu^ en joignant deux 
sommets quelconques 3ù ptèniier et les deux sommets carres-* 
pondans du second^ les deux diagonales qu'on obtient ^ soient 
entré elles comme deux côtés côrresponda/is quelconques , ces 
deux polyèdres sont semblables, 

La démonstration' de cette/réciproqne est analogue à la pré» 
cédente. 






paOJPQSITION XIX.. 

Théorème. Deux polyèdres semblablS peuvent se partqger 
en un même nombre de pyramides triangulaires semblables 
chacune et sémblabletnent placées* (6éôm. Prop. XXV.)" 

Réciproque. Si deux polyèdres sont décomposables\/fn .un 
même riombre de pyramides triangulaires semblables chacune 
à chacune et sernblablemènt disposées^ ces deux polyèdres 
seront semblables: 

Supposons faite dans les deux polyèdres , 'la décompotitioa 
r» /; néce^aire à }a démonstration de la directe. Soit P et p les 
sommets communs de toutes les pyramides. - 

« 

On démontrera facilement que si ^ daosle premier po- 
lyèdre « Jes bases ABC^ :ACD , ADE de plusieurs pyramides 
sont dans un même plan et forment une même face- polygone; 
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-ABCDE» les bases €ibc ^ acd, ade des pyramides correspon- 
dantes dans le second 4)ol7£dre » sont aussi .dans un même 
plan et forment une même face polygone abcde semblable à 
, ABGD£. De là on conclura que les deux polyèdres sont 
composés d'un même nombre de faces semblables chacune à 
chacune et semblablement placées. Or y à cause de la simi* 
litude des pjrramides ^ les angles solides correspondans seront 

égaux ; donc les polyèdres seront sémbl^les. 

• • - . _ . 

PROPOSïYlON 'XX. V 

Théorème. Deux pyramides semblables sont entre eUes 
comme Jes cubes des côtés homologues. (Géom. Prop..XXYI.) 

Réciproque. Si deux pyramides sont entre elles comme les 
ciâfes des côtés homologues^ elles sont semblables, 

1^. ConsidérôflS' d'abord des pyramides triangulaires. Nous Fig. 58. 
aurons, d'après l-éhôficé; 

• • • 

AB^ni::Bc': ef^: Ac^ Di^::sÂ^: TD^irS^^^ T£::sc': tf^ 

ou 

AB : DE::BC : ef:: ac : df ::Sa : td::sb : te::sc : tf. 

Les pyramides SABC , TDEF ont donc leurs arêtes pro- 
poilionnelles ; donc elles sont semblables. On voit cependant 
que . la considération des pyramides symétriques dont nous 
ayons fait usage , restreint la généralité de cette proposition. 
a**. Il n'en est pas de même des pyramides polygonales ; 
car la seule proportionnalité des côtés ne peut pas même éta- 
blir la similitude des bases de ces pyramides. 

PROPOSITION XXI. 

Théor.ème. Deux polyèdres semblables sont entre eux comme 
Us cubes des côtés homologues. (Géom. Prop. XXYII.) 
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Réciproque. Si deux polyèdres sont, entre eux comme tes 
cubes des côtés homologues , ils sont semblables. 

Un raisonnement semblable à eelui qui a été employé dans 
la seconde p^ntie i3e la proposition précédente , prouvera l'ab- 
surdité de cette' Téelproque: 



■ I ' 



.»*' ■ 



Bernard, 



T. Les propositions I^ ni^ donnent liep à des énoncés in- 
verses dont révidencé se reconnut avec la plus légère attention. 

It; L'absurdité des réciproques des propositions 11^ XI, 
l^VIL, JLX est manifeste.; celle de la proposition IX cst> 
prouvée par la proposition X. ••. 

III. Les réciproques jdes seconde énoncés compris . dans le « 
Cor. de la.iNrpp. XV, et dans les Cor. II des prop. 3(IVIII 
et XÏX, se prouveront comtne on l'a fait prpp. Ml, ^, . ./ . 

Lés premiers énoncés dé ces mêmes ^corollaires donnent Ueû 
à des réciproques 'q^^roir démontreira -facilement par Jdrâfr*. 
sonnement employé (Liv. III , Prop. L) 
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LIVRE SEPTIÈME. 



PROPOSITION PREMIÈRE. 

JL H^ORÊME. Tout grand cercle divise la sphère et sa sur- 
face en deux parties égales. ( Géom. Liy. Vil , Prop. I , 
Cor. III.) 

Réciproque. Si un cercle divise la sphère et sa surface en 
deux parties égales, il passe par le centre de la sphère. 

JLe raisonnement qui démontre cette réciproque, est sem- 
blable à celui que nous avons employé (Liv. II > Prop. I.) 
Donc, etc. 

PROPOSITION II. 

Théorème. Le centre d'un petit cercle et celui de la sphère 
sont sur une même droite perpendiculaire au plan du petit 
cercle. {^Ihid. Cor. IV.) 

Réciproque. Si, du centre de la sphère , on abaisse une 
perpendiculaire sur le plan d'un petit cercle, le pied de cette 
perpendiculaire sera le centre de ce petit cercle. 

La démonstration de cette réciproque est comprise dan^ 
celle du théorème de la proposition I (Géom. Liy. VII.). 
Donc, etc. ^ 

PROPOSITION III. 

Théorème. Les petits cercles sont d'autant plus petits qu'ils 
sont plus éloignés du centre de la sphère. (^Ibid. Cor. V.) 

5 
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Réciproque. Les petits cercles sont d'autant plus éloignés 
du centre, qu'ils sont plus petits^ 

Lemme. Les petits cercles également éloignés du tentré , 
3a, sont égaux. En eflFct , soient GH , IK deux petits cercles quel- 
conques également éloignés du centre de la sphère. Si de ce 
centre , on abaisse les perpendiculaires CP , CQ sur leurs 
plans, les points P et Q seront leurs centres. Puisque CP = 
CQ , par hypothèse, les triangles rectangles CPG , CQK sont 
égaux, et Tpû a PG = QK. Donc , etc. ; , . , , 

Réciproquement. Les petits cercles égaux ^ sont également 
éloignés du centre. Car les triangles rectangles CPG, CQK 
sont encore î^gaux dans ce cas. 

Soient maintenant EF, GH deux petits cercles inégaux 
quelconques ; soit GH < EF , je dis qu'on aura CP > CO , 
CP, CÔ .étant d^ux rayons perpendiculaires aux plans de* 
petits cercles. Car , si 1 on pouvait avoir CP=: CO , oh aurait 
GHsi=EF : ce qui est contre Thypothèse. Si Ton supposait 
CP<CG,îi vil&ndraît, d'après la directe , GH > EF : c« 
qui n'a pas lieu; donc CP>CO. Donc, etc. 

PROPOSITION IV. 

. . • • * - 

la. Théorème. Si Ton mène le diamètre DL perpendiculaire 
au plan du grand cercle AMB , les extrémités D et Ij de ce- 
diamètre sont les pôles du cefcle AMB , et de tous les peut s 
cercles , comme INK qui lui sont parallèles. (Géom. Prop. VI , 
Théor.) 

Réciproque. La droite DL qui joint les pôles D et L du 
grand cercle- AMB et du petit cercle INK , passe par les, 
centres d# ces cercles et leur est perpendiculaire. 

Car puisque le point D est le pôle du cercle AMB, tous 
les arcs de grands cercles tels , que DM, sont égaux. Menons 
CM, CM, et joignons DM , DM. Puisque le point L est le 
pôle du cerclé AMB , les arcs LM sont égaux ; donc Tangle 
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MDC=MDC ; donc les triangles MDC , MDC sont égaux ; 
donc MC=MC; donc le point C est le centre du cercle 
AMB. De plus CD est perpendiculaire au plan AMB , puis- 
que cette ligne a deux de ses points communs à la perpendi- 
culaire à ce plan^ élevée au point C. 

Le même raisonnement sert à prouver que le point Q est le 
centre du cercle INK, et que DQ est perpendiculaire au plan 
de ce même cercle. Donc , etc. 

Remarques, 

I. léBS réciproques des propositions VII (Théor.) , XV 
(Schol.) XVII (Théor.)» so démontrent par des raisonna* 
mens analogues à ceux employés (Prop. VI / Liv. II , III , Liv-I» 
II, Liv. L) 

IL On discutera facilement les énoncés réciproques de ceux 
des propositionsdu li^. VII dont aous n* avgns pas fait men- 
tion. 



68 RÉCIPROQUES. 



' L . Ll ■ ■ f ■ l I ^"^^'mmmm^mmmm m^mmmmmmtm 



LIVRÉ HUITIÈME. 



PROPOSITION PREMIÈRE. 



T, 



HÉOUÈltnf. Si ton coupe un -^Undre par un pian perptnr- 
diculaire ètnaee^ lu veeHon.est un .oêrcte égal à chacune des 
bases. (Géom. Liv. VIII, Défin. I.) 

Réciproqke.'Àê l'on coupe taré <ytindfe, éermedièfe gui la 
Section soit un cercle égal à ta hase ^ et ifui att^ son centre 
dans taxe de ce cylindre^ le plan qui détermine une teÛe 
section , est parallèle à la base. 

îg. 63. En effet , soit ABCD un cylindre , coupé par un plan , de 
manière que la section soit un cercle égal à la base CD , et 
dont le centre O soit sur Taxe GH. Si le plan £F pouvait être 
incliné à la base , son prolongement irait rencontrer he plan de 
cette base. Donc si par un point quelconque K de cette intenec- 
tion et par le centre O, l'on mène la droite KF£ , et si par cette 
droite et l'axe GH , l'on conduit un plan ^ son intersection 
avec le plan de la base , sera la droite KCD; donc £F ne se-^ 
rait pas perpendiculaire à AD. Cela posé , du point F , abais- 
sons FI perpendiculaire à AD , on aurait FI = CD : or £F = 
CD ', donc on aurait FI=J^£ : ce qui serait absurde. Donc^ etc. 

* 

Remarque. 
La même propriété n'a pas lieu pour le cylindre oblique , 
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comme on 8*en assurera facilement par nn raisonnement à 
peu près analogue à celui déjà employé (Liv. VI, Prop. V) : 
mais lious nous dispenserons de le répéter , parce ^e d'ailleurs 
la Géométrie élémentaire exclut ce corps. 

PROPOSITION IL 



Théorème. Toute section faite smvant l'axe (Tun cylindre 
est double du rectangle générateur. (Ibid.) 

Réciproque. Si un plan coupe un cylindre , de manière qum 
la section soit un rectangle double du rectangle générateur , 
cette section passe par l'ajce» 

Car^ si elle n*y passait pas, son intersection avec la base 
du cylindre ne serait point un diamètre de ^cette base : or 
il efit évident que cette section e^t un rectiagle de même 
hauteur que lé rectangle générateur ; donc puisque , par hy- 
pothèse , ce rectangle est égal au double du rectangle géné- 
rateur , leurs bases seront égales : ce qui ne peut être qu'au- 
tant que le plan qui détermine la section, passe par Taxe da 
cylindre. 

PROPOSITION III. 

■ 

Théorème. Si Ton coupe un cône par un plan parallèle à 
sa base, la section résultante est un cercle» (Géomét. Dé- 
finition II.) 

Réciproque. Si ton coupe un cône de manière que la section pi». 5 
résultante soit un cercle qui ait son centre dans taxe de ce 
cône, le plan qui détermine une teUe section ^ est parallèle à 
la base. 

En effet ^ soit S AB un cône coupé par on plan , de manière 
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que la section DE soit un cercle ayant son ecfntre O sur Taxe 
SC; je dis que ce plan est parallèle à la base AB. Car, si le 
plan DE pouvait être incliné à la base, son prolongement 
irait rencontrer le plan de cette 'base. Donc, si par on point 
quelconque K de l'intersection et par le centre O, Ton mène 
la droite KED , et si , par cette droite et par Taxe SC , oii 
conduit un plan , son intersection avec le plan de la base sera 
la droite KBA : on aura donc dans le triangle ASB une ligne 
DE qui %era coupée en O par la ligne SC, de manière que 
AC : DO : : CB : CWE , d'où l'on conclurait (Liv. III , Prop. XI), 
que KED est parallèle à AB : ce qui est «Âraurde. Donc , etc. 

Remarque. 

Il existe dan» le cône oblique, que nous ne considéronB pas 
ici, line sectibli appelée anti-parallèle qui' jouit de la pro- 
priété énoncée. 

PROPOSITION IV. 

Fig. 65. Théorème. La surface convexe d'un tronc de cSne, est égale 
à son côté multiplié par la circonférence d^une section faite 
à égales distances des deux bases, (Géomét. Prop. YIII, 
Théor.) 

Réciproque. Si ton coupe un cône SAB par un plan DE , 
de manière que la surface convexe du solide ABED , soit 
égalé au produit de BE par la circonférence que détermine 
un plan conduit par le milieu de la perpendiculaire abaissée 
dun point quelconque du plan DE sur le plan de la basa 
AB ; je. dis que le plan DE est parallèle à la base AB, 

En effet , si le plan DE n'est pas parallèle au plan AB , 
soit K le point le plus élevé de ce plan : par le point E, con- 
duisons un plan parallèle à la base AB, et ^ de ce même point^ 
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abaissons EP perpendiculaire au plan AB. Soit M le. milieu 
de £P^ et y par ce point , conduisons un plan qui détermine' 
le cercle FG. Nommons S la surface convexe du solide ABED, 
et S' celle du cône tronqué ABEK : on aura^ par h}rpothèsey 
S = EB X FG , et, en vertu de la directe , S' = EB x FG. 
D*ou l'on conclurait S = S' : ce qui est absurde. DonCj etc. 

Remarques. 

I. La proposition VIII (Théor.) admet une réciproque dont 
la démonstration est indiquée par Ténoncé. 

II. On se convaincra sans peine que la proposition XII 
(Théor.) ne donne pas lieu i réciproque. 

III. Le théorème compris dans le problème de la propo^ 
sition XIII 9 admet une réciproque que Ton démontrera très- 
facilement cA dbsurdo. 

IYT La démonstration de la réciproque de la proposition 
XVIII (Cor.) est analogue à celle que nous venons de donner 
de la proposition VIII. (Théor.) 

V. On discutera facilement les énoncés réciproques de ceux 
des propositions dont zïous ne faisons pas mention. 



RECUEIL 



DE THÉORÈMES ET DE PROBLÈMES. 



Sur ^s Lignes et sur les Triangles» 

Jr ROBLÈME I. Deux droites et un point étant donnés ^ mener 
par le point une ligne qui aille passer par le point de concours 
des deux ^roites. 

Fig. 66. Soient CD, £F les deux droites qui concourent, et A le 
point doàné. On mènera £G, FD parallèles entre elles, on 
joindra A et E ; puis par F on tirera FB parallèle à EA , et 
égale à la quatrième proportionnelle aux droites EC , FD et 
EA; la droite AB prolongée ira passer par O. Cette cons* 
tructioh donne les proportions 

EC : FD :: EO : FO i ,, vr -vn-VA - PR 

ea: FB :: eo:fo/ ^°" EC . fd . ea . fb. 

Ce procédé est utile lorsque , dans le développement co- 
nique , les méridiens se rencontrent fort loin du centre de la 
carte : nous laissons au lecteur à l'étendre au cas où le point 
A serait donné entre les droites EF , CD. 

Fig. 67. On trouve dans le n** 8 de la Correspondance sur t École 

Impériale Polytechnique , cette solution très-commode , en 

t> ce qu'elle n* exige que l'usage de la règle. Le point A donné 
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étant entre £F, CD, on mènera par A deux droites quel- 
conques gAh^fkh.^ puis les droites A/* et kg qui, prolongées ^ 
ee couperont en /; par l on mènera la droite quelconque In, 
qui rencontrera £F en m; on joindra km^ gn qui se cou- 
peront en B, et la ligne AB prolongée ira passer par le point 
de concours des droites £F | CD. 

Si le point A est hors de Tangle des deux droites , on mènera 
par ce point deux droites quelconques Ah , Ah qui couperont 
£F dans les points/et g : on joindra gh,fk qui se couperont 
en /; puis on tirera Alm qui rencontre £F en n : les droites p,> ^ 
hm , mg; mf, kn se rencontreront en B et 1 1 et les trois points 
I, A^ B. seront sur une droite qui ira passer par le point de con- 
cours des droites EF et CD. 

Nous laissons à chercher les raisons de ces constructions. 

Théorème I. «Si, à partir du sommet A d'un triangle ABC^ Fig. 6 
on divise les côtés contigus AB ^ AC , en parties proportion-- 
nelies, de manière que l'on ait 

AD : AE :: df : eg :: fh : gj :: hb : /c, 

et qu'on joigne les point B et C avec les points de division 
correspondans , par les droites BE et CD , BG et CF, BI 
et CjET, toutes ces droites se couperont deux 4 deux sur la 
ligne menée du sommet du triangk eut milieu de la base* 

En effet, soit M le milieu de la base BC : par le point M 
et par le point O menons MO ; je dis que cette droite va passer 
par le point A. D'abord DE sera parallèle. à la base BC, puis^ 
que de la suite de rapports égaux donnée, on tire 

AD: AE::DF+FH+HB ou DB : EG+GI + IC ou EC. 

Cela posé, soit la ligne MO prolongée jusqu'en K : le& 
triangles OBM , OKE semblables donnent 

BM : MO :: ek : KO3 
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des triangles semblables OCM , OKD , on déduit 

CM : MO :: dk : ko. 

L'égalité des conséquens de ces deux proportions^ donne 
cette proportion entre les antécédens , 

BM : CM :: ek : dk ; 

donc DK = K£ ; donc la ligne MK prolongée passe par le 
point A. On prouvera de la même manière que les droites BG , 
CF^ ainsi que les droites BI^ CH se coupent sur la ligne AM. 

ïlç. 70. Corollaire L II suit de là que les droites AD , BE, CF, 
menées des trois sommets d*un triangle ABC aux milieux des 
côtés opposés , concourent en un mém>e point O, 

On peut encore démontrer directement cette proposition 
comme il suit. 

Problème II. Soient D^ Ey F les milieux des trois côtés 
d'un triangle quelconque ABC; formons le triangle DEF ; 
soient G ^ H, ï les milieux des trois côtés de ce nouveau 
I^'îg- V' triangle , qui donnent le triangle GHI ; formons de la même 
manière un troisième triangle KLM , et ainsi de suite : on 
demande un triangle dont la surface soit la limite de la somme 
des surfaces des triangles DEF, GHJ, KLM, etc. formés de 
cette manière. 

Nommons S , S', S*', S"', les surfaces des triangles ABC , 
DEF, GHI, KLM, etc. désignons par b la base BC du 
triangle ABC., et par h sa hauteur : il est facile de voir 
qu on aura successivement 

S-*'^ ^'-- S'^-^ S'^-— ete 
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Donc 

hh 



a 



S' + 6- + 6- + etc-M^^.^^^^^^^^^ 



ï + T5 + Ù + etc. 



Or (A]g. , 1" Sect. , Ch. XYI), la limite de la série 
'î + Tî+7* + sh + «»c. est|; donc 

S _3, 

S' + S' + &' + etc. ~" ï ' 
et 

■ s:S'4-5' + s' + etc. :: 3: i. 

Si maintenant nous divisons la base BC en trois parties égales, 
il est évident que chacun des triangles ABN^ ANR^ ARC ré- 
soudra la question proposée. 

Corollaire /. Menons les lignes AD , B£ y CF : elles passeront 
par les sommets des triangles successifs D£F , GHI , KLM , etc. 
et le dernier de ces triangles est un point ; donc les lignes me-* 
nées des sommets des trois angles d'un triangle , aux milieux 
des côtés opposés, se coupent en' un point. 

T^ous donnerons une autre démonstration de cette propo- 
sitioo. 

A, B, C étant les trois sommets d un triangle, D,'E, F Fig. 70* 
les milieux des côtés opposés , AD , CF se rencontreront en 
un point O , et il reste à prouver que la ligne BOE sera droite. 
Menons ED qui rencontre CF en K ; les triangles semblables 
BOF , EOK donnent là proportion 

BO : BF :: EO : EK, 

et multipliant les Conséquences par a , *^ 

BO : aBF ou BA :: EO : aEK ou ED. 
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,Donc les triangles AOB , DOE sont semblables ; donc Tangl» 
AOB est égal à l'angle £0D : conséquemment la lîgne B0£ 
est droite , puisque la ligne AD est droite. 

Corollaire /. De la considération des triangles semblables 
AOB, ODE, on déduitPD=:iAO=| AD ; donc AO=f AD. 
Pareillement OE — iOB=:^B£^ et BO=f EB; FO=iOC 
= |CF, et CO = fCF. 

Fig. 70. Théorème II. Soient D, E ^ F les. milieux des trois côtés 
^un triangle quelconque ABC s si Von mène les droites AD ^ 
£E, CF qui se coupent en O^ la somme des quarrés des trois 
distances AO , BOr ^O , sera.le tiers do. lûLsomms des quarrés 
des côtés AB ^ AC , BC , cest^^dire qu'on aura 

l0*+ B0*4- CO = i (Âb\+ AC V BC). 

En effet , les points D , E ,. F étant ; d'après Thypodièse ^ 
les milieux des côtés BC, AC, AB, cm ai^a succesalyemeat 



AB + AC*=âBD*4- aAD* 
AB*+ BC*= âAÊ*+ Se* 
ÂC* + BC*= âAF*+. âCF* 



Ajoutant ces troîB égalités membre à inembre, et divisant 
par a les deux membres de celle qui en résulte , on trouvera 

15*4- AC 4- BC = BD*+ ÂÊ*+ ÂF*4- ÂD + BE + CF. 
Or on a trouvé (Probl. II, Corollaire I.) 

AO = ; AD î f AD = I AO 

BO = f BE > d'où 5 BE = | BO 
CO = f CF ) ^ CF =!iCO: 



d'ailleurs ■> 

BD = i BC, AE = i AC, AF = i A»; 



ET PROBLÈMES. 77 

la 8iâ)8titution de ces valeurs dans Tégalité précédente , donne ^ 
après les réductions^ la propriété énoncée. 

CoToll. I. De l'égalité qu'on vient de démontrer^ on déduit 
DO V iO*4- fO*= -h (ÂB + ACV BC V 



Si le triangle ABC était équilatéfal , on aurait SDO = ^ AB ^ 
d*où AJ& = laDO^ ce qui fournit cette proportion 

AJB : DO :: i/ia : 1 , 

que nous démontrerons en partant d'autres principes. 

Problème. III. Etant données trois droites d^ position , que 
nous supposons se rencontrer deux à deux^ et un triangle , 
construire, 1*. un triangle équii^alent; a,\ un triangle sem^ 
hlable , sous la condition que chacun des sommets soit situé 
sur chacufie des lignes. 

1*. On mènera entre deux des lignes données^ mie transversale 
égale au côté pris pour base du triaqgle donnée puis en un 
point quelconque de cette transvetsalé , ayant élevé une per- 
pendiculaire égale à la hauteur du triangle , on mènera par 
son extrémité une parallèle à la transvei'sale^ qu'on prolongera 
jusqu'à la rencontre de la troisième ligne donnée : joignant le 
point avec les deqX extrémités de la transversale y on aura le 
triangle cherché ; en effet ce triangle a même base et même 
hauteur que le triangle proposé ^ et de plus ses trois sommets 
sont sur les trois lignes. 

a*. RS, ST, TR étant les trois lignes données, on fera 
le triangle N71Q égal au triangle domlé; puis menant la droite 
RQ prolongée jusqu'à la rencontre de ST en P , on tirera les Fig. 7a. 
parallèles PM , Pm à QN , Q/i , et joignant m , M , le triangle 
mMP sera celui qu'on cherche ; car les triangles jfQN, mPM ont 
les angles égaux P et Q entre deux côtés propoitiOmiels. 
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On observera • que la question de construire un triangle 
équivalent à un triangle donné ^ sous la condition prescrite 
dans l'énoncé » n est impossible que dans un seul cas. 

Théorème III. Les trois hauteurs d'un triangle quelconque, 
concourent en un même point. 

,3* Soit ABC un triangle quelconque ; des points B et C| abais* 
sons les perpendiculaires BQ , CP sur les côtés opposés , et 
soit O le point de rencontre de ces deux droites ; menons 
la ligne AOR;' je^s que cette ligne est perpendiculaire au 
côté BG. En effet, si sur BC et AO comme diamètres , nous 
décrivons deux cercles , chacun d'eux passera par les points P 
et Q (Géom., Liv. II, Prop. XVIII, Cor. II). Joignons QÇ^ 
l'angle PAO ou BAR = PQO ou PQB : or PQB = PCB ; donc 
BAR = PCB. Or les triangles PAR , CPB ayant deux angles 
égaux chacun à chacun , savoir BAR .et PCB ; ABR et PBC j 
les troisièmes le sont aussi ; donc ARB == BPC } ainsi l'angle 
AÎIB test droit. Donc ^ etc. 

I 

Voici une seconde démonstration de la même proposition. 
3; Soit O le point d'intersection des deux perpendiculaires ÀR « 
BQ ; soit O C^) celui des perpendiculaires CP , AR : tout se 
réduit à prouver que OR = O'R. Or le triangle BQC étant 
semblable et au triangle BOR et au triangle ARC, ces deux 
derniers sont semblables , et donnent la proportion 

BR : AR :: OR : CR, 

d'où ' . 

BR X CR = AR X iOR. 

■ . • 

Dés triangles semblables CO^R , ARB , on tire 

BR : AR :: O'R.: CR; 



{*) On n'a pas pkcé le point O^ dsQf Ja fîgorc; parce ^'îl est CÎRcile 
é« se le repcésenter. 
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don* 

BR X CR = AR X OR : 

ces deux égalités donnent OR r= O^R. D'où il suit que 
les points O et O' sont un seul et même point. , 

Qn^sa^t (Géom. Liv, II , Prob. XV, Schol.) que les trois 
lignes qui divisait également chacun des trois angles d'un 
triajDgle , ci^çpurent en un même point , savoir au centre du 
cercle inscrit. Le centre du cercle circonscrit jouit aussi d'une 
propriété semblable.; il est le point de concours des troîfe 
perpendiculaires élevées sur les milieux des trois côtés. 

Il existe entre ces.deu^prppositions et celle que nous ve» 
nojOLS de dé;aiontrpr^ une filiation remarquable. Soit ABC le fît. -4. 
triangle donnée et soient a^ b , c les milieux des côtés res- 
pçciUvem^nt opposés aux angles A, B, C. Formons avea 
ces points le triangle o&c, qui aura ces. côtés parallèles à 
ceux du triangle ABC ; ' donc les perpendiculaires élevées sur ^ 
les milieux a, b, c des côtés du triangle ABC , deviendront 
des perpendiculaires abaissées des^ sommets à, b ^ c du trian- 
gle abc sur les côtés opposés. Si donc Ton veut démontrer 
primitivement que lés perpendiculaires élevées sur les milieux 
des côtés du' grand triangle, concourent en un même point, 
on sera ramené à démontrer le concourûmes perpendiculaires 
abaissées des sommets du petit triangle sur les côtés opposés. 

Or avec les pieds 1/, b', d de ces dernières , formons le 
triangle dV(f ; sur les côtés ai , ac , bcy décrivons les demi- 
circonférences aVdb^ ac'cic^ bc'b'c : elles passeront par les 
points i', d \ c\ a'-; V.^ c\ (Géom. , ]Liv. II, Prop. XVIII, 
Cor. II). Gela posé, les angles adV et abV sont égaux; il en 
€st de même des angles adc\ ace'. Mais les triangles dbV^ 
ace' ayant l'angle* a commun et tbàcuu ' un afigle droit , il 
s'ensuit que l'angle abV = açc' j donc aussi adb' = adc'. On 
prouverait de même que l'angle bb'd = bb'c\ et cc'd = cc'b' ; 
donc les lignes ad ^ bb\ ce' diviséât «n deux parties égales 
les angles du triangle db'c', et conséquemment elles coucou-* ' 
reut en un même point. Donc , etc. 
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La difficulté serait donc réduite à fairç voir que les Ugnes qui 
divisent également les trois angles d^uri triangle, se coupent 
eu un seul point, cejqni est démontré. 

Remarquons que ce point , et ceux qui sont les concours 
des perpendiculaires élevées , des perpendiculaires abaissées , 
et des lignes menées des sommets dés angles d*un triangle aux 
milieux des côtés opposés » sont confondus en un seul dans le 
triangle éqnilatéral. On s^assnrera sans peine que , lorsqu'il 
8*agit d'un triangle isoscèle , tous ces points sont situés sur la 
hauteur de ee triangle. 

Théorème TV. Màis^ indépendamment ^e toute forme par- 
ticulière du tria|igle , les trois derniers points mentionnés , 
c'est-à-dire y le centre du cercle circonscrit , le point commun 
des trois hauteurs ,. celui des ^ois lignes menées de chacun 
des angles au milieu du côté opposé , sont toujours en ligné 
droite. 

5. Supposons que des sommets A et B on ait mené d^ux lignes 
quelconques AO , BM , intérieures au triangle ; qu'on ait joint 
ces sommets avec les milieux G et H des côtés BC , AC ; et 
qu'enfin^ par 6, H, on ait mené les lignes GF, HF respec- 
tivement parallèles à AO , BM ^ je dis que les trois points 
D, £^ F seront en ligne droite. 

En effet » les deux triangles BDI , HFK semblables à cause 
de HF parallèle à BM , et de GF parallèle à DI , donnent 
la proportion 

DI : FK :: Bi : hk. 

Les deux triangles HKG , AIB semblables » parce que GH 
est parallèle à AB , et que GK l'est à AI , donnent 

Bi : HK :: ai : gk. 

Ces deux proportions ayant un rapport commun ^ fournissent 
• \k suivante : 

DI : FK :: Al : GK. 
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Des deux triangles A£I ^ £KG semblables , parce qu'ilt 
•lit tous les côtés parallèles , on déduit 

AI : GK :: El : ek. 

Mais cette proportion et^la précédente ayant encore !• 
rajqport commun AI : GK ^ donnent la suivante : 

Di : FK :: ei : ek , ou Di : ei :: fk : èk. 

■ ^ 

L*angle FKE étant égal à l'angle EID , on peut conclure quoi 
les 4eux triangles EKF , EID sont semblables , comme ayant 
un angle égal compris entre deu^t côtés proportioriheld; donc. 
fangle FEK = HED ; donc FED est une- ligne droite (*). • 

Qu*on suppose maintenant que les deux droites BM, AO' 
deviennent perpendiculaires sur AG^ BC ; leurs parallèles HF^'- 
GF deviendront des perpendiculaires sur les milieux des côtés 
AC^ BC; les lignes AG i BH ne varieront pas de position;' 
mais alors la perpendiculaire menée du troisième sommet C . . 
sur le côté opposé AB, passera par le point de concours det 
deux autres; il en sera de même de la troisième perpendi- 
culaire éleyée sur le milieu de BG| par rapport aux deux au« 
très, ainsi que de la ligne menée de C au milieu de AB ; et^ 
dans ces hypothèses particulières , les triangles employés pré- 
cédemment^ restant semblables; on aura les méme^' propor- 
tions et la même conclusion par rapport aux trois points de ' 
concours de ces nouveaux systèmes de lignes. Donc y jetc. 

■ Théorème Y. Si d'un point xjuelçonque pris dans t intérieur 
d'un triangle . équilatéral , on mène' des perpendiculaires sur . 
les trois cotés y leur somme sera égale à la^hauêeut. du 
iriansle. 

o . .4. • t •• - , . , 

c • . ' • 

Joignant le point O avec les points A, B, Cj .on à ... -,. 

• • \ 

■ -* T 

(*) J'ai résola aauement cette qaestion dw moi Él^mcns de G^om^trit 
•nalytiijae. ' i 



8à THÉORÈMES 

surf. AOB = ABxiRO 

et suîf. AOC == AC X è QO , 

surf. BOC = BC X i PO. 

Ajouti^nt ces trois égalités membre à xpembre , et obser- 
yant que , par hypothèse , AB = BC == CA , il viendra 

surf. ABC = BC X i (RO + QO + PO) : 

• ■ -. 

or , on a â'àutré part , sûrf. AÔC i= BC >< îAH ; donc 

RÔ + PO ;{- QO =: AH. 

.A^ette occasion^ nous nous proposerons la^âérnonstratioa . 
de cette prppriété : si des trois sommets d'un triangle, on 
a]yatsse:d^ perpe^ndiçulaires sur les trois côtés y les trois parties 
de. ces perpendiculaires entrer le point de concours et les som^ 
Tnets^ valent en somme les diamètres des cercles inscrit et cir-* . 
ton&crité r • ■ ■ , • 

Fig. 71. " Théorème. VL Si dahs lèiriangle AD€^ on joint le' sont-- 
met D^avec le miHeu E de AC » et xfii'vri fÙvise DE en 
deux parties égales en /«, là droite AIR donnera- : . 

D^R^iDCi d'où €R^%DC = i.^z=:^, 

^Ce théorème n*étant qu'un cas particulier du suivant, nous 
eQi^ai^erons. la démonstration directe à rechercher. 

Hg. 70. Théorème' TII« Si par un point quelconque O de la droite 
B^iTnervée du- iommet B au inilieu de la base AC^, on tire la 
droite diR^'^'et' que par F on mène àAC la parùUèUe FD , . 
léi trâù^iràs ^ , O, D >sont en ligne. droite. 

Pour le prouver , menons Ff, Dd parallèles à BE , et on 
flura parr^SuitS dé la cohstniotion , E^==: Erf, à cause de 
FL = LD ; donc Af = Cd. Or puisque la ligne COF est 
droite, on à 

; . c/: Ff :: CE :E0; 

en supposant que la droite /kD coupe BE en un point x 
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êifférent de ^ on a ^ en outre 

Ad : Dd :: ae : Ejj. 

Jifai» les trois premiers termes de cette seconde proportion 
•ont égaux aux trois premiers termes de la précédente ; doao 
Ex = EÔ, 

Maintenant posons AE = m , AF r=p , FB = ç , EB = A ; 
les triangles seiàblables AB£ ^ AF/* donneront 

P+9 P + 9 

et les triangles semblables F/C , 0£C donneront 

D'où il suit que si on a EO = OB = i A , ce qui est rhypo-^ 
thèse précédente , on trouvera 

h ' pk. 

donc p = a<7 , ou At =flFB, et par suite , CD =2DB. 

Problème IV. Etani données deux parcUlèles FG , AL ,■ 
vn propose de mener par B une ligne BAy telle que la diffSé-' ' 
rence EA^^BE soit égale à une ligne donnée. 

Par le point B je rtène la droite BK sous une position 
arbitraire , et je prends CI r= BC ; par I je mène IH parallèle 
à AL : d'un point O quelconque et df'un rayon égal à la ligne 
ddimée ^ je décris un cercle ^ je mène le rayon OM , puis BA 
parallèle à OM , ensorte que BA sera la ligne demandée. En 
effet, PI parallèle à EC donne , 

BC : CI :: be : ep-, 

- oif BC = CI , donc BÉ:=iEP , EA — BE = EA— EP ==? PA 

==: OM = la ligne donnée. 
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SI le point B est d'une position telle , qne le point I tombd 
en K , alors la ligne AP e&t nulle et la question est impos-»" 
sible , puisqu*alors B£ = £Â. 

Si le point B est en B', dé sorte qu'ayant pris CI' == CB', la 
parallèle TH' laisse le cercle de OM au-dessous d'elle^ on a 

E'A' — E'B' = r A' ^ E'F =±: P'A' > OM . 

et alors la question est encore impossible < 

Remarquée 

On observera qu^il serait plus simple de mener la ligne BÎ& 
ou BO perpendiculairement aux parallèles , et de décrire de 
O^ comme, centre , une demi- circonférence avec la différence 
donnée. 



Problèpie^V. On donne deux lignes AB^ CD qui se rdp-^ 
prochent , mais qu'on ne peut prolonger jusqu'à leur concours , 
et on propose de diviser également t angle que doivent faire 
ces deux lignes à leur point de rencontre. 

Joignant deux points quelconques A et C de ces lignes ^ 
on divisera également les angles BAC , DCA par lès lignes 
rjg. '^. AO , CO qui se couperont au centre du cercle inscrit slvL 
triangle , ensorte que comme les perpendiculaires OF sur CD 
et OG sur AB sont égales , le point O sera l'un des points 
de la droite cherchée : pour en avoir un second point , par les 
droites HO', lO', on mènera une transversale quelconque HI , 
puis divisant les angles BHI , DIH également , on mènera la 
droite OO' qui résout Ta question. 

rjg, rg. Autre solution. On peut par A mener une parallèle AM 
à CD , diviser l'angle KAM en deux parties égales par la 
droite AC , et élever sur le milieu de AC une perpendiculaire 
qui résoudra la question. 
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^oblème VI. Étant donnés la base AB éCun triangle y sa Fig. Sof 
hauteur AC et le rectangle AC X AE des deux autres côtés, 
^construire ce triangle. 

Ayant disposé les droites AB , AC à angle dreit , on élèvera 
max le miliea D de AB, une perpendiculaire que Ton coupera 
«n quelque point G , de manière que AG = AF = ~ AE. Puis, 
do^oint G, ^omme centre, et avec AG comme rayon, on 
décrira un cercle AMBKI ; enfin , pat le point G menant là 
ligne CIK parallèle à AB, et joignant lun des points d'inter- 
section avec A et B, on formera, par exemple , le triangle 
lAB qui est celui qu'on cherche. Car d'abord il a la hauteur 
requise , puisque la perpendiculaire IL abaissée du point I sur 
AB, est égale à AC; en second lieu, menons le diamètre IGM 
et joignons MB : les triangles semblables lAL , IMB donnent 

IL:IA::IB:IM, d'où iaxib = ilxim=acxae; 

On observera qu'on peut toujours changer le rectangle donné 
des deux autres côtés dans celui de la hauteur par une autre 
ligne. 

Problème VII. Étant donnés la base ,• la hauteur et le rap^ Fig, st. 
port de deux autres côtés d'un triangle , construire ce triangle. 

Soient BD la base , H la hauteur données , et supposons que 
les deux autres côtés du triangle cherché , soient entre eux 
:: S, I R. Divisons BD au point E, de manière que l'on ait 
BE • ED II S Z R> et par ce même point E menons une perpen- 

diculaireà BD. Ayant fait EH=H , prenons El = — ^^ — ; 

par le point C milieu de BD , menons ACM parallèle à HI, 
et sur £1 comme diamètre , diprivons un demi-cercle ELMI 
qui coupera ou qui touchera fa droite AM. Enfin par un des 
points d'intersection M , ou par le point de contact , et par 
le point £ , menons une droite qui coupe en N la parallèle 
FG à BD menée par le point H ; je dis que NBD sera le 



8S 'théorèmes 

triangle cherché. Car les triangles semblables JiWE ^ IME 
donnent 

NE:IE::HE:EM, ou NExEM=IExHE=BExED; 

■ • ' • . . . ^ 

donc ( Récip. Liv. III, Prop. XX) les quatre points B^ N» 
Sy, M, sont sur une même circonférence dont le centre est sur 
AM ; donc l'arc BM=:MDy et conséquemmentj^'angle BN£=s 
END; donc (Géora. Liv. UI , Prop. XVII) BN : ND :: BE 
;: £D :: S : R. De plus, la hauteur NO du triangle BND est 
égale à EH , c'est-à-dire fl H. 

On voit quelle restriction il faut mettre à rénoadé, pour 
que ce problème soit possible. 

Problème VIII. Étant données la base, la hauteur et la 
somme des deux autres côtés d^un triangle , construire ce 
triangle. 
f îg. 8a. Soient BD , DF et BE la base , la hauteur et la somme 
données ; du point B pris pour centre et d'un rayon égal à BE , 
décrivons uù a'rc indéfini HEZ. Sur le prolongement de DF, 
perpendiculaire à BD , prenons FG = FD , et par les points 
D et G faisons passeur un cercle tangent au cercle HEZ (*) ; 
le centre A de ce cercle se trouvera nécessairement sur la 
perpendiculaire FA à DG élevée au point F, et le triangle 
ABD sera celui que l'on demande. Car (Géom. Liv. II, 
Prop. XIV, Cor.), la ligne BAH = BE étant droite, on a 
AB + AD = BE. D'ailleurs la hauteur AC = DF. 

Problème IX. Étant données la base, la hauteur et la 
différence des deux autres cotés ^'un triangle , construire ce 
triangle^ 

F5g. 83. Soient BD, DF , BE la base, la hauteur et la différence 
données. DF étant perpendicifcire à BD , on prendra sur son 
prolongement FG = DF. Par les points D et G , on fera passer 



i*) On trouvera plus loin Ja solution de ce problème. 
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itn cercle tangent à celui qui a pour rayon BE^et si A est 
le centre de ce cercle , ABD sera le triangle demandé. 

Problème X. Étant donnés'la base , la hauteur et V angle: 
du sommet d'un triangle 9 construire ee triangJe^ . , 

Soient ÀC la base donnée t CF la hauteur donnée , et Z Fig. i 
Tangle du. sommet du triangle cherché. Au point A, faisons 
Fangle BAC complément de Tangle Z; par les trois points 
A , B y X^ faisons passer un cercle , et par le point F extré- 
mité de la hauteur CF perpendiculaire à AC , menons FG 
parallèle à AC^ joignant G A et GC , GAC sera le triangle 
xequis. On examinera les deux cas de l'angle Z dcoît et obtus. 

Problème XI. Étant donnés la base, t angle opposé et la 
somme des deux autres côtés d'un triangle , construire ce 
triangle. 

, Soient AB U base donnée et PQ la.spm^e^es^jdieiix ^autres f\a, g 
côtés ; soit Z 1 angle donné. On décrira sur 4-^ u^ §égmeiit 
AMB capable de l'angle Z; ^\x point M piilifeu deTaicp ÂMB, 
comme centre , et avec un rayon égal à M^ ^ on décrira pu 
cercle que Ton coupera en K. par un arc Récrit du point JS 
comme centre , avec un rayon = PQ : enfin on joindra KB 
qui rencontre en C Tare AMB , et CÀB «sera le triangle re- 
quis. En eflFet (Récip. Liv. Il , Prop. IX) , l'angle ACB ayant 
pour mesure l'arc AEB , est 'double de l'angle AKE'; <îônc le 
triangle CKA est isoscèle et donne CK = AC : de plus, en 
vertu de notre construction, l'angle ACB = Z. 

Nous observerons que, dans le cercle ÀEBK'K , la plus . 
, grande corde étant le diamètre BK', le périnaètre du trianglfe 
isoscèle BMA, sera toujours plus grand que celui de-tout autre 
triangle BCA, et qu'il sera un maximum, absolu entre les 
contours des triangles construits d'après Ténoncé/ 

On pourra s'exercer à résoudre cettp question qui a de 
l'analogie avec la précédente : Étant donnés la hase , l'angle 
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opposé et la différence des deux autres cotés d'un triangle , 
construire ce triangle, 

Fîg. 86. Problême XII. Étant données les longueurs deê trois lignes 
AMy BM ^ CM* menées des Commets des trois ailles dun 
triangle aux milieux des côtés opposés , construire le triangle. 
Par le point A menons AD , . AE respectivement parallèle» 
aux droites BM', CM" ; à cause dés triangles semblables BQM, 
DAM ^ COM , EAM et de MO = i AO , on aura ^p. 76, Cor.) 

DB =* BC = CE ; 

et les triangles semblables ADC , M'BC ; ABE , .M^BC don.- 
neront 

AD = aBM', AE = flCM^ 

'Ainsi, dans le parallélogramme DAEF dont les côtés AD , AE 
• sont doubles de BM', CM'', la diagonale AF sera double de 
AM (Géom. Liv. I| Prop. XXXII). Si donc on construit un 
triangle ADF dont les côtés soient doubles des trois lignes don- 
nées , et qii*ajànt achevé le parallélogramme ADFE, on divise 
DE en trois parties égales DB, BC, CE, le triangle' BAC sera 
celui qu*on cherche. 

Théorème VItI> Nous placerons ici une démonstration tout- 
à-fait neuve de la {proposition du quarré de Vhypoténuse ; elle 
a sur toutes celles dont oxx est' en possession , l'avantage de 
n'exiger que la connaissance des principes du premier livre de 
la Géométrie. 
Fig. 87. Soît -ABC un triangle rectangle en A : sur les trois côtés 
de ce triangle , construisons les trois quarrés BCMN , ACDE 
et AHIB : par les points B et C , menons BP , CP parallèles 
aux côtés AC , AB ; ces lignes seront les prolongemens des 
côtés BI et CD , et le triangle BPC ainsi construit , sera égal 
au triangle ABC. Des points M et N, abaissons sur les pro- 
longemens de CP et BP , les perpendiculaires MQR , NRS : on 
formera de cette manière , trois triangles QMC , RNM , SBN 
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«gaux chactin au triangle PCB , et le quarré BCMN de l'hy- 
poténuse se composera de ces quatre triangles et du quarré 
PQRS. Prenons d'abord AF = AH = AB, et achevons le 
qoarré AFGH , puis CK r= AB , et- par le point K menons 
KL parallèle à AE; enfin prolongeons GF jusqu'à la rencontre 
de KL en O , et joignons KD , KG. La figure HCDEFG qui 
est la somme des quarrés formés sur les côtés AB, AC, sera 
aussi décomposée dans les quatre triangles HGK , G KO , KLD , 
KCD égapx au triangle ABC, et dans le quarré EFOL qui est 
égal au quarré PQRS, puisqu'ils ont l'un et l'autre pour côté 
AC — AB. Donc le quarré de l'hypoténuse est égal à la somme 
des quarrés construits sur les deux autres côtés. 

Remarquée 

On peut parvenir à la même conclusion , par la construction 
%gjfi nous avons faite dans I9 quarré BCMN , en supposant 
la mesure des surfaces. Car la surface du triangle CPB étant 
ÇPÇBP^ ÇP^ ^ ABXAC ^^ ^^„^ ^^ ^^^^^^ pçj^3 

étant égale à ( AC — AB)*, la surface totale du quarré BCMN 
sera 

flAB X AC + (AC — AB)* = AC*+ AB*. 

Lorsque le triangle rectangle ABC est isoscè\e, le quarré 
PQRS est nul; ainsi taire du quarré fait sur l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle isoscèle , est quadruple de celle de ce triangle. 

Théorème IX. Les deuâs lignes BF , CE, ainsi que la 
perpendiculaire AD abaissée du sommet de V angle droit d'un ^\. 
triangle rectangle ABC, sur V hypoténuse BC , se coupent en 
un seul point O. • ^ 

AF , AE sont deux quarrés construits sur les côtés AC , AB 
de l'angle droit. Soit O le point d'intersection de CE avec 
AD ; je dis que BF coupera la perpendiculaire AD aivmêms 
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point. Car si eUe la coupait en O', à cause de FH perpen-* 
diculâire sur BC, on afirait la proportion 

Bif : Ftt :: BD : D0^; 

>nais lé triangle PCH est égal à ADC , parce que Tangle 
CFB[/c= BAD = ACD. Il en est de même des triangles ABD, 
£BG| £G étant perpendiculaire sur BC : on a donc 

CH = AD, PH = CD, GB = AD^EG = BD. 

j Mettant donc pour BH et FH ieurs valeurs dans la propor- 

tion précédente , on aura 

BC -f. AD : CD :: bd : do'. 

Les deux triangles £GC et ODC donnent aussi la pro- 
portion 

CG : .CD :: ge : do? 

laquelle y en substituant à CG et GE leurs valeurs trouvées 
précédemment^ devient 

cb + AD : CD :: bd : do. 

On a donc DO' = DO. Donc , etc. 

. Théorème X. Démontrer les deux formules 

5C*= 2b^+ ÂC*zp aAB X ^D. 

^»g. %. Sur les trois côtés .du triaofjT^ABC, je forme des quarrés, 
et de chacun des angles A, B et C^ je mène des perpendi- 
culaires sur les côtés opposés , prolongées jusqu'en M , Q et 
P : on sait que ces perpendiculaires se coupent en un point 
R. Les deux triangles ABE, KBC étant égaux, les rec- 
tangles BIME , KBDP dont ils sont les moitiés , seront aussi 
égaux; il en sera de même des rectangles IMFC, GQOC. 
Le quarré construit sur BC est donc égal aux deux rectan- 



/ 
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gles BP, CQ; mais ces deux rectangles valent la somme dti 
qaarrés faits sur BA,CA, moins celle des rectangles DF, 
OQ'. II reste à faire voir que DP' + OQ'=aABxAD, ou 
seulement que DP' = OQ', puisque DP = AB X AD. Or les 
triangles semblables AOB , ADC donnent la proportion 

AD : AO :: ac : ab, 

d'où * ADxAB = AOxAC, ou DP' = OQ'. 

Il ne sera pas difficile de prouver le second cas de la pro- 
position. Cette démonstration a l'avantage de ressembler à 
celle qu'a donnée l'auteur, dans le cas du triangle rectangle.. 

Remarque. 

Lorsqu'il sera question de la pyramide triangulaire , nous 
démontrerons sur le quarré de Taire de la face opposée à l'angle 
trièdre droit , comparé aux quarrés des aires des trois autres 
faces, un théorème analogue au quarré de l'hypoténuse. 

Problème XIII. Élever une perpendiculaire à V extrémité A 
d'une droite AB quon ne peut prolonger. 

Du point A on prendra sur AB quatre parties, égales ; dq 
point B comme centre avec cinq de ces divisions comme 1 
rayon , on décrira un arc qu'on coupera en C par un autre 
arc décrit de A comme centre avec trois des mêmes parties. 
La ligne AC sera la perpendiculaire cherchée. 

Théorème XI. Si des deux centres A et B, et avec les rayons 
AP ,AQ, on décrit des arcs qui se coupent enP efp, Ç e^ q, j 
les points Ç > -P, P, q sont en ligne droite; sl^, les droites AB 
et Pp ; AB et Çq se couperont à angles droits en deux parties 
égales au point M y et les parties QP , qp Auront égales. 

1®. Tous les côtés des triangles AP/7, BPp étant égaux entre 
eux par construction, l'angle APp sera égal à l'angle BPp} oq 
aura de même l'angle APQ égal à l'angle BPQ ; donc 

APp -fi- APQ = BPp 4. BPQ : 
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mais la somme de ces quatre angles est égale à quatre angles 
droits^ puisqu'elle est égale à celle des angles des triangles 
APQ, BPQ; donc 

APp + APQ = aangl. droits = BPp + BPQ ^ 

donc la ligne QPp est droite* On démontrera de la même ma^*^ 
nière que la ligne l?pq est droite. Donc , etc. 

a?. A cause de Tégalité des côtés des deu^ triangles APB, 
ApB ^ on a Fangle. PAB égal à l'angle pAB ; mais ou a encore 
l'angle APp égal à Tangle ApP ; donc aussi Fangle AMP est 
égal à l'angle AMp; donc ces deux angles sont droits ^ et la 
ligne Pp sera partagée en deux parties égales en M. On dé* 
montrera de la même manière que. la droite Q^ est divisée 
également «n M par AB. Donc si de QM = ^M , on retranche 
PM =pM, il resl:era QP = 7p. Donc , etc. 

Corollaire, On aura donc QM = AQ — AM. 
, Théorème XII. On a lQ=1P + PQ^+PpXPQ. 

Car ÂQ = ApV PQ -f- 2MP . PQ ; mais on a aMP = Pp. 
flg. 91* Donc , etc. 

Théorème XIII. On a 'AQ^Ip + pQ-^PpX^pQ. 

Car AQ =zjip+pQ — apM X pQ ; mais apM = Pp ; 
donc^ etc. 

Fig. 91. Corollaire. Puisque pQaspP + PQ, on aura 

^"^ci: pP xpQ + PQ XpÇ5 
d'où _ 

pQ*_pPXpQ=PQXpQ. 

Substituant cette valeur dans celle de AQ qu'on vient de 
trouver , on obtiendra 

AQ = ;^ + PQ X pQ , d'où AQ — Tpz^ PQ X pÇ > 
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iit de là on déduit cette proportion 

pQ : AQ + A/7 :: aq — ap : pq ; 

«t après la substitution de AP pour Ap, et la transposition 
des extrêmes^ on a cette autre proportion 

PQ : AQ + AP :: aq — ap : pQ. 

On a donc cette propriété connue : 

Dmns îih triangle quelconque , un côté quelconque est à 
la somme des deux autres côtés ^ comme la différence de 
JOBS cafés y est à la différence ou à la somme des segmens que 
fait sur ce côté la perpendiculaire menée de l'angle opposé , 
suivant qu'elle tombe en dedans ou en dehors du triangle. 

Problème ^lY. Dans un triangle équilatéral , inscrire un 
hexagone régulière 

On divisera la base AB du triangle ABC^en trois parties 
égales , aux points c et d-, des centres c et d et du rayon cd 
on décrira deux arcs qui se couperont dans l'intérieur du 
triangle en un point Oj du même raypn et de ce point Q. 
pris pour , centre , on décrira une circonférence qui coupera 
chacun des trois, côtés du triangle équilatéral en deux poinjts.: 
Ces six intersections seront les six sommets de Thexagone. 

Les élèves trouveront facilement la raison de cette cons- 
truction quii se fait au moyen du compas seulement. 
^ Les deux tbéorèmes suivans dus à M. Carnot, membre de 
rinstitut national, npm ramèneront à quelquespropriétés déjà 
démontrées : nous devons prévenir le lecteur, qu*ib exigent 
l'emploi des lignes tpgonométhques. 

Théorème XIV. ' Si les trois côtés d'un triangle^ ou leurs 
prolongemens sont coupés par une transversale quelconque in** 
définie , il y aura sur la direction de chacun des côtés du 
tîiangle, deux segmens formés par la transversale, et tels 
que Je prod^tde^,Jrois d'entre eux , noyant aucune extré--» 
mité commune ^,9sf toujours égal au produit des trois autres: 



>> 
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Les segmens des côtés du triangle ABC^ fot^més pârr U-trati^ 
Tersale ab, c'cst-à-nlire , les deux portion» comprises entre 
Fig- sa. cette transversale et les sommets des angles placés sur la di- 
rection dû côté (^ifelfô coupe^ sont 

• * . . . ' . ' ' - 

Ac, Bc sirr AJBr;; A3 / Gb sur AC; aB,aC sur BC. 

On a donc, d'après: l^éao&cé ,^ 

EU . Cà. fie =î: Ad. ia. Cft. ....;. - (A) 

Parle eomittet B, par exemple, méhàns une paraKiàie à 
AOy qni rencontre en k la tran^rersaïe i)(6'f les triàig^es 
fiemblaMes Àbc^ Bkc;' Qab ,^Bak àùnt^nt le» {>ro|K)rtîolÉB.«m-. 

vantes : ■ ^^ , ,^ 

Aft : Ac :: Bft : Bc (v) 

Ca 2 €* :: Ba : Bk. (ix) 

91 oh lés multiplie par ordre ^ èf qavû étàbHsse Tégalîté 6ntre 
Ife produit deà extrême^i et celui dès -nioiycns, on troùYé la 
ryatîtfù énonèée (Jui sirppô^ e^étrfielîënietrt* lés trois points 
à^ Ci b eh ligne droite. Là détùônstr'atloii a^Iieti^ ^oît (jne la 
ttârtiivèrsalè toûpëïmté, ou qtie, tùïiatté' û(fb\ elle passe 
au déHors. 

Remarqué /. * 

Lorsque la transversale passant toujours -pâ? 6 , devient pa» 
raltèlé à BC, les proportions '(i) et (2) se changent flans^ les 
suivantes': 

Aft : A* :: Cb : Bo, 

00 : cb :: .00 :*ci, . - 

dotrt le rfàtiîtat est la propriété contme 

A6 : Ac :: C6 : Bc. 

Théorème XV. Si par un point quelconqu& pris dans le plan 
d^iin triangle f oti mène sur chacun des. côtés Une trànsversale^ 



\ 
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mi passe par t angle opposé , ^w obtiendra sur chacun de ces 
côtés deux segmens , tels que le produit de trois d'entre eux 
n ayant aucune extrémité cojMnune^ sera égal au produit des 
trois autres. 

ê 

Il s'agit donc de prouver qu on a 

Aft . C(z. Bc :^ Ac. Ba . Gfr* • • • «(B) 

A&^ JBcy Ca, ainsi qùë Aè» Ba^ C^^ étai\t des stgmens non F'g. 93. 
contigus, ou qui n'ont point d'extrémités communes. 

Les deux triangles AâB^ A(zC coupes^ le premier par la 
transversale Ce , le second parla transversale B6| donneront y 
d'après le tiéorème -précédent , 

r 

AD.èt?Êo r== Ac.BC.aD, 
aD.BC.Aô =AD.Ba;Ç6; 

multiplianit ces deux égalités membre À membre^ etsupprî-* 
mant le3 facteurs communs^ on trouve la propriété annoncéejl 

• ■■ • • 

Remarque. 



«- • 



Cette proposition a lieu soit que le point D soit pris dans 
l'intérieur du triangle , Sèit qu'il soit pris au dehors. 

^oroli, I. Si les trois lignes menées des sommets de ch^icua 
des angles , sont pèr)péndiculaires sUrleà côtés opposés^ on a 



Ab: cosBAC. 
Bc : cosABC 
Ca : cosACB 
Ac : coh BAC 
Ba : cos ABC 
Cb : cofi ACB 




d'où 




AB.ço^BAC 
BC . cos ABC 
AC.cosACB 
AC . cos BAC 
AË .cos ÀBC 
BC. cos ACB, 



et substittiant ces ValÂrt dans la relation (B) , <>n trouve ; 



\ 
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après aToIr rappxikiïé'lésf facteurs communs ^ cette égalité par«' 

xaite * ^ . , . .. 

AB . AC • BC r=: AB>. AGv BC. 

Donc ces trois peipendiculaires se coupent en un seul point. 



1 i *•,*•• * ' 



Corollaire II, Si les lignes menées des sommets divisent les 
angles en deux. parties égales, on a les valeurs 

., Bi.sin^B -, CcsinJC ^ Aa.sin^A 
sm A • smB ' sm G 

Cc.sîniC _ ' Aa.sidi'À V " Bi.siniB 
ng. 93. '• smA ' SmB ^ smC 

■ .. , ' . . .1 

dont la substitution dans {B) donne cette égalité identique 

A^,,Bb . Ce i= Aa .-Bi . Ce. . 

Donc les lignes qui divisent égalementchàoun'des angles d*un 
triangle , se coupent en un seul point. 
'^ est facile de conclure de la relation {B) , que les lignes 
qtii, menées de chacun des angles, divisent les côtés opposés 
en deux parties égales , se coupent aussi en un point unique. 

Division des Triangles. 

, . . r 

....••■ I. ■• ■ • . I • ■ . 

Problème XV. Diviser un. triangle ei^ deux parties qui 
soient entre elles dans un rapport donné i"*. par une Ugt^ 
partant du sommet ; fl®. ipar une lifffbe parallèle à l'un des 

côtés» 

• ■ ■ • 

1*. Si ce rapport est celui de mk n , et que la base du 

triangle soit b, en désignant le segment par a: , on aura 

I • ... 

mlnllxlb'^x, doù 3: = — -j— . 

; m -^ n ' 

Si x>n voulait partager le triangle en trois parties qui fussent 
tntre elles llml ni p , oii aurait; en désignant Tun d«s 
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segmens de la base par x , le second par y , 

mh nb ^ 

X î:s ■ ■ , y := , » 

' a\ Les deux triangles ABC , DBE semblables donnent j-j^ ^f^ 

surf. ABC : surf. DBE :: m : /i :: BA*: bd"; 

d'où Ton déduis 

BD = BA ly/^. 

w m 

S'il s'agissait de diviser le triangle ABC en cinq parties équi- Fig. 9I». 
Valentes en: surface^ par des par^tèles à AC; on aurait 

B6 = ABv/|, Bi'rsABKf, Bi'c=ABv/f, B6"'=ABv/f 

Problème XVI. Partager Un triangle ABC en trois -parties 
équivalentes, i^par des lignes qui partent d'un point donné sur 
un des côtés; a* par un point donné dans T intérieur du triangle. 

1 **. Soit D le point de départ des lignes de division De , De'; -, ^ 
les bases \D , DC étant connues ; on aura les hauteurs ek, e'k\ 9^. ' 
en divisant le tiers de la surface ABC successivement par > AD 
et par ^ DC ; ensorte qu'en portant ces longueurs , à partir deH^ 
sur la perpendiculaire HB à AC , et menant par chacune de^ 
extrémités des parallèles à AC , leurs rencontres avec les côtés 
BA et BC /donneront les points e et e*. 

miT • • 1 5 «"rf- ABC^ ^„ 

Mais 81 , par exemple -, - — Ttû^ — ^BH , on sçra averti par 

là que le côté De' (fig.96) ne peut rencontrer CB que dans 
le prolongement de CB , solution qui doit être rejetée : il faut 
alors rechercher si le point ne peut pas être situé sur AB em e^ 
( fig. 97 ) . On aurait dans cette supposition ~ . ^ 

•urf. ADô" = f surf. ABC , ' ' 
OU |AÏ>.cV = JAC.BH; 
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d*bù Ton conclut 

** AD 

II suifit Honc , pour que l'hypothèse sàt lieu^ qu*on ait 

f.^<i, d'oà AD>fAC et DC<§AC. 

On peflt encore réêondre cette que$tiQn par le principe de 
rigvgo. la transformation des figures. En effet, si Ton partage AC en 
trois parties égales , en F et F'j et que par ces points , oit 
mène les parallèles Fe , FV ila ligne BD qui joint le sommet 
B avec le point donné D , les droites eD , e'Y} diviseront le 
tiiangle proposé en trois parties équivalentes^ car le triangle 
AeD =:»ABF =f ABC ; de même le triangle Ce'D=fc5F' 
= ^ ABC. H est visible ici que la ligne F'c' ne peut rencon-? 
trer le côté BC queutant qu'on a AD «^ f AC , et qne pour 
AD >• I AC , cette construction n'a pas lieu. 

Ce problème trouve $on application lorsqu'on vent pratiquer 
des sentiers De y De' qui aboutissent à un puits commun D. 

2*. Supposions que le point D soit donné dans l'intérieur da 
Pîg- 99- triangle par la perpendiculaire Df, abaissée de D sur AC , et 
par ïa distance /A, et prenons la àroite E^pour une ligne 4<» 
division; faisons 

A/=e, iy = ft, Aff'-=:±, f^^y^ 
AH = c, BH = rf, surf.. ABC =î 5m*. 

]Les triangles semblables ABH , Af g' donnent 

dx =: cy. 

Déplus, Taire du trapèze/^g'/D est *^ ■ (« — x), celle 

du tringle Af'g est— ; et commp Faire du quadrilatère 

é. lit^c surf. ABC ^ •». 

A]'iyf:=z = = m% on a 1 équation 



bx 



m'=-^--^(fl— a:)r^-î^î=^i-r— •«•^ — ; 
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doc 
Substituant iians cette équation pqu^ sa valeur -^^ il yieirC ' 

(am* — ah) g . . 

Pour que le ipouat-f soit sur AB> U-feutque a: soit < c , 
ou , en d^autres tétines , qii*on ait ad — 6c > am* — ab, . 
Nous laissons au lecteur à disputer le$ difFérens jûts qui peuvent, 
•e présenter. 

Problème XVII^ Étant donné untriànglejtBC, trouver dans 
sa surface un point F, tel que les lignes tirées de ce point. au^ Fig.io9. 
trois angles partagent le ttiàrtgle éii trois parties équivalentes.' 

Après avoir pris BD = ^BG^ qu Jdrera la ligne DE paral- 
lèle à BA ; et du point F , milieu de DE , menant F A , FB , 
FC , le t^î^mgl9.,B4-Ç'^^^^ dÎY^éi^suiv^ntlai^onc^tipa.énoncée.'' 

Les deux triangles AFB y i^ËlNS K]Ut mêke^bâse^t mémo- 
hauteur; -doua .. .;-,- . - r,., ..,^, • ,. .. i / ^r 

' ■ • ■ilutf/ÀFô==8urf/:ÂBtf='i8urf:MCf '' ■' " 



Pati cdDttniqtkui, DF siFE^lidonc. ' 






'-, ■■■■: ■■■ ■• ■'■'■■ >■! ' . . . ,•.-••;: 1 i ... : ...* ;:!; -■-. '..r. .i 

«urf. CEE = surf. Ç^I> : : " , , ^ 



•1 .. '^ • 

. * 1 ■ - . . ' ' 



|:, . 



d'un autre côté pn a 

• - . < 

surf. AFE .= surf, BFD. 

Ajoutant ces deux 'équations làeiijib^è k membre ^ o!n ' trouvii ' 

^.suritCFA = «urf.CFB ra^snrf.ABC. > 

Problème XVllI."Partflger un iriangleen deuxpdftîèVprO'* ' 
portionnelles par une ligne EF perpendiculaire à la base, p:- ,o-. 

Après avoir abaissé la hauteur CD du triangle , posons" 
AE = x, EF=j^, At)=a, ÀBb=i, CDssA: 
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' "■ bh 

Taire da trî^gle ACB ^ -^1:^:5, cit parce que 

•urf. AEP : EFCB : m î n; 

on a 



enrf.AEP sr'^ s 



ms . . 



■ >( 



fi m +*» ' 
de plâ»,l«|: triangles ACD, AFS dotmeiajt 

a:A:::p:v,.d'où. vîSB** 

, • . * * • * T 

iùbstitnant çettf yalc^r ppurjjf , pn obtint 



i j • i « «-^ 






Cl -»%'î*r?»r , ■ 






On remn-^^iëf«qtie'«J» est la-wrfeeé d^^ abrait 

Problème XIX. Partager un triangle par uné^dmie taSad^^ 
mnm, en deu^p peucties gui ^i^ /çntre ell^ ^ans un rapport 
donné* 

1!1g.xoa. Représentons par x lacdcoitç J3E miiii7i(iuii!^ par A, B, C 
l.es angles du triangle ^ et par a^ 6, c les côtés opposés à 

ces angles : on doit atôit * ~ * * ' ' 

» 

surf. ABC : surf. DBE IvWï. 



* m w • ■ « • 



Si du point B eh abaissé sur DE la perpendiculaire BH^ 
«t oufi l'o^ nojuwfft (t r4^,Ç{BH , Ta^gl^ ©r ^ai^ égal à- 
100^— rt, et Tangle E égal à loo^ — B + a, en supposant le 
quart de circtJâférehdt^i^éèiC^ob parties c'JiHtilrimtre côté ^ 

X BH 

Taire 4¥rtpîi|ngie DWi «^A^fp --^- Mw/imnf/ • . 



• c. 4 > 



BH:BD::8m(ioo»— »):ij. d'où BH— BDsb(»oo»— «), 
BD ; DE : : sînCi oo»— B+*) : sinB, d'où BD=x "<'°°°--" ' V .^ 



• • - 
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Donc (Théor. XIX ^ Lemme.)f 

siirf DBE = — «^'^0^Q''~^)X^0QQ''"-^ + *) 

a sinB 

X* C08 a, C08 (B — «) ^ 

a sinB "^ 

d'ailleim la surface du triangle ABC s — fia B; dooe on a^ 
d'^rés renoncé da problème , 

•arf.DBE = i~8iDB. 

n a 

De ces deux valeurs^ on déduit 

acsîn^B i ac 8Îb*B ,^ 

iico8cicos(B— ^) n •{^co8(B — a«)-f-^co8B| ^ '' 

Or la plus petite yaleur de x correspond à la plus grande 
valeur du dénominateur , ou du facteur cos (ac — - B) ^ puis- 
que n, a, c, ônB et cos B sont donnés : mais le maximum de 

cos (as *- B) est donné par a<e = B , d*où a = — ; ainsi la 

ligne DE qui opère la division ^ doit être perpendiculaire i 
celle qui divise l'angle B en deux angles ég^ux. Ce problème 
est un de ceux énoncés dans le nf* S de la Correspondance 
SUT V École Polytechnique. 

Nous laissons i chercher la solution de cette question : 
Diviser un triangle sealène en quatre surfaces équivalentes , 
par deux lignes perpendiculaires entre elles. 

O Gos«cot(B— A}:s:oo«BoiM*A-f-finBna«ioM*; mas si]i«cot« 



ans* „ . oosaA<4-i 

ft .'2 



COS A cot (B — ' a) = - COS B -f> 



cosB cos3« -^ smBsina* 



s:-ooiB-*- «cosCB — s^. 



loa .<TMÊ0RÈMÊ5 

Sur lés figures à quatre côtés. 



V» > • 



*fhéorème XVI. Si Von joint deux à deux Us milieux des 
côtés Sun ,quaànlathte ^uelednffue , lajigate résultante sera 
un parallélogramme, , 

Soit le quadrilatère ABCD , et soient m , n, p, 9 les mi- 
* lieux dëè quatre cQtés ; jaierioÈii lés âiagofiaIc« AC , DB; léi 
côtés BA, BC étant divisés égaleinent en m. et a».laligh»mii 
sera parallèle à AC ^ il en sei:a de niênie de qp'j par la mênia 
raison^ qm et pn seront parallèles à DB-: donc la figure mnqp 
est un parallélogramme. , , . 

La même propriété aurait' encore lieu dans le cas où lé 
quadrilatère aurait un angle rentrant. 

-TTiéQpèm.é 3tV;II. Soit ÉPCSl un quarré inscrit , inscrivons 
dans ce quarré^ le quarré IKLM; dans ce dernier inscrivons 4^ 
même le quarré PQRS^ et ûirisi de suite ; je dis que la timite.de 
la somme de tous ces i/ùàrrés, est le quarté circonscrit JIÈCD\ 
ftgitoi. ' ^^ cffét/nommoiis S', S*, S*, etc. les surfaces de tes qùarrés^ 
en prenant' pour unité le rayon du cercle jcirconscrit,. on aura 
S' == 2 , S^ = 1 , S" = i -, S*^ = ^ , etc. Or , d'après les. règles 
de' Pàlgèbre , la limite de la' somme i + j + i + etc. est 1 \ 
dbnç S' + à" + S* etc. = 4 : ot , ABCD =: 4 ; donc ABCD 
•ié:S' + S" + S* + etc. 

' Problème XX. Étant donnée la différence AG entre tt 
diagbnàilè et le ' côté d^un qUarré ^ construire ce quarré, 
Fig.io5. Au point A je fais l'angle GAD égal à la moitié d'un droit] 
au point G, je mène la ligne GHFE perpendiculaire à AD 
et par un point quelconque F de cette ligne, je mène FW 
parallèle â AÇ, et je. prends FM.= GF; je joins les pointi 
G;.et Mlpar la droite pM que je prolonge jusqu'en D ; pai 
ï> je mène DC, DE parallèles à GE, CG , et je dis que CE 
est le côté du quarré. Car, à cause de FM=: GF , on à 

DE=:GE = CG=DC: 
•r CG = DA ; donc CD-rs BA^ 
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Théorème XVIII. Soit un quadrilatère ABCD-, si on cnFig.106. 
prolonge les côtés AB , DC ; AD , BC jusqu'à ce quils se 
rencontrent en F et G , on aura un autre quadrilatère 
ABFCGDA ayant les trois diagonales AC , BD , FG qui 
se coupent deux à deux , savoir BD , AC en I ; BD , FG 
en k; AC , FG en fa ; et chacune de ces diagonales est coupée 
par les deux autres en segmens prpportionnels. 

Considérons d'abord le triangle ABC : ce triangle étanjt 
coupé par trois transversales DA, DB, DC partant d'un même 
point D pris dans son plan , et passant par ses trois angles , on 
aura ( Théor. XV , Rem. ) , 

A/ . CG . BF = AF . BG . C/ (*). 

• I 

D'un autre côté ^ ce même triangle coupé par la transversale 
kFG qui ne passe par aucun de ses angles « donne ( l'héor. 

XV) • 

AF . BG . Cft = AA . CG . BF (*). 

Multipliant ces deux équations Tune par l'autre ^ et suppri-* 
mant les facteurs communs^ on aura cette relation entre lea 
segmens A/, C/; AA, Ch, de la diagonale AC» compris entre 
les extrémités A et C, et ses points de rencontre l et h par 
les deux autres diagonales BD , FG > 

Al : Cl :: Ai : Cfe (A). 

On obtiendra de même pour chacune des deux autres dia-^ 
gonaks BD , FG , les proportions 

B/ : ni :: ba : Uk (B). 

Fk : Gk :: Fk : ga (C). 



(*) Pour dëdaire arec facilitfî tontes ces proportions de celles qni ont c't« 
trouvées ( The'or. XV et XIV), on remarquera qu''en passant de la fig. 106 
à lafig. C)3,le|K>im /.cstcmaUgoe à^,Gà a, F à c , «t ^'<»i paitant 4e U 
6g. 106 à ]a%. 99, le point F est ^njilaçacèc, Gà «, hhb^ «t«iue,âajii 
«es trois figures ^ les somiu^u des angle» wi élé utt^s p^r Ic^ joéf^ ûitrtf* 
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Corollaire /. Si par le point k on imagine nnc nouvelle f rans* 
versale kh'Hjy qui coupe AF, AG en B' et IX , et qu'on mène GB', 
FD' qui se coupeqt en C, puis par A et par C la ligne MCh* 
supposée différente de ACA , on aura les trois ptoportionji 



C /r ...... (A ) 

D'A (B') 

Gh' (C). 



XI : ce :: aa' 
BY : DY :: B'ft 
FA : G A :: ¥h' 

Mais de (C) , on tire 

FA -+• GA : FA :: FA' + GA' :.PA', 
c'est-à-dire , 

1FA + GA : FA :: fG : fa', 

et de (C) on déduit 

FA + GA : FA ;: FG ; FA ; 

donc FA' = FA. La droite AA sera donc le lieu des points 
C , C, etc. déterminés par le croisement des droites menées 
des points F et G aux points D et B , D' et B', etc. On recon- 
naîtra sans peine que le théorème I estjcompris dans celui--ci. 

Corollaire JL Si dans un triangle AFG , on mène des points 
F et G deux droites quelconques FD , GB qui se coupent 
en C , puis la ligne ACA , puis des systèmes de droites FD'^ 
GB'-, FD", GB", etc. qui se croisent sur AA , les transversales 
BD , B'D', B"D", etc. prolongées suffisamment , iront toutes se 
couper en un même point A du prolongement de GF. Nous 
invitons le lecteur à chercher une démonstration directe de cette 
propriété. 

Problème XXI. Etant données quatre droites telles ^ que la 
somme de trois^uelconques d'entre elles, soit plus grande que 
la quatrième , construire un quadrilatère inscrit dont ces droite^ 
soient les côtés , sous la restriction que deux d'entre elles soient 
assignées comme côtés opposés. 

Désignons par A, B , C , D les quatre droites données , A et C, 
B et D devant être côtés opposés dans le quadrilatère demandé, 
II y a plusieurs cà$ à distinguer. 
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1*. Si ces quatre droites sont toutes égales entre elles ^ la 

•olutidn n'a pas de difficulté : elle se réduit à faire un quarri 

dont une de ces lignes soit le c6té. 

a«. Si A = C et B = D , le rectangle construit sur A et B 

èera le quadrilatère inscrit demandé. 
3^ Soit toujours A=C, mais B>D, PQ étant la diffé- Fîg.idy* 

rence entre ces, deux dernières ligiies : voici la construction. 

On tirera une ligne £F égale à la ligne donnée D j puis au 

point £ y élevant sur EF la perpendiculaire EI= V A» — j^Q\ 
Ton mènera par le point I la ligne RS parallèle à £F. Enfin » 
ayant pris IK r= £F =D, on portera de I vers R en IG , et • 
de K vers S en KH , deux parties égales entre elles et à | PQ; 
et si Ton joint GE^ HF^ EGHF sera le quadrilatère demandé* 
En effet, 

EFr?=D, GH = PQ + D = B — D + D = B; 

(de plus , joignons FK , les triangles EIG > FKH seront égaux 

et donneront FH = EG : or EG = Vêi + i PQ* et , en 

' • \/ — * — ^ 

vertu de notre construction , A = V El -(- ^ PQ ; donc EG 

== A* Donc le quadrilatère EGHF est construit avec les côtés 

donnes placés suivant la condition énoncée; maiSj en vertu 

de Végalité des triangles EGI , FKH ^ la somme des angles 

opposés vaut deuxangles droits; donc (Récip.Ldv. II,Prop.XI) 

ce quadrilatère est inscriptible. 

4^. Si les droites données sont toutes quatre inégales » soitFig.t^ 
A > C , B > D : il ne pourra se présenter que trois cas ^ 
suivant que Ton aura C > D , C = D et C < D. La constine-^ 
tion étant la même pour ces trois cas , nous ne nous occuperons 
que du premier. On tirera une ligne EF=D, qu'on prolongera 
de part et d*autre de ses extrémités. On divisera l'excès PQ de 
B sur D en deux parties PM, MQ qui soient entre elles 
feomme A est à G • et Ton portera de F en I la partie MQ 
homologue à C « et de E en K la partie PM homologue à A. 
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Ensuite ^ du point K , comme centre , avec un rayon KN zst 
A -— C ^ Ton décrira une circonférence que Ton coupera en 
O, de xçanière que OF =IE : ce qui exige que lE soit plus 
grand que FN^ relation qui ^ lieu en effet ^ comme nous le 
démontrerons plus bas. Enfin, par les points K et 0\ l'on 
mènera une droite sur laquelle on prendra KV = A ; et après 
avoir tiré VR parallèle à OF , Von fera VL=::iD , puis joignant 
LI , on aura le quadrilatère demandé VRIL. 

En vertu de notre construction, KI=EF-|-MQ+ PM 
= EF + PQ = D + B-.D = B, KV = A, VL=D^ et 
)e dis que LI := C. Car, menons FS parallèle à KV, joignons 
Slj et soit R le point de rencontre des droites YS, KL 
Puisque le rayon KO a été pris égal à A— C et que KV=A^ 
il s'ensuit que OY = SF z=: G : reste donc à démontrer que 
LI = SF. Or, par construction, 

KE : FI :: a : c :: kv : sfj 

donc les triangles YEK , SIF sont semblables j donc SI est par- 
rallèle à YEjet RS : RI llSY : lE. MaisSY=FO=IE; donc 
RS=RI, et à cause de SL = SY— LY=:SY— D, et de IF = 
lE — FEzzrlE — D=:SY — D, on-a SL=:IF; donc aussi 
RL^RF. De là résulte légalité des triangles RSF , RIL qui 
donnent par conséquent LI = SF = C. Donc le quadrilatère' 
YKIL est formé avec les côtés donnés^ placés suivant la con- 
dition énoncée. 

Nous avons supposé FO ouIE>FN, ce qu'il s'agit de prouver. 

Remarquons, i cet effet, que l'excès de B sur D est 
nécessairement moindre que la somme des lignes A et C. S'il 
pouvait en être autrement , il s'ensuivrait que la droite B serait 
plus grande que la somme des trois autres , ou qu'elle serait 
égale à cette somme : ce qui ne peut être supposé. Puisque , 
par constmction , 

KE : FI :: a : c 

et que KNt=A — C, il en résulte KN = A (KE— FI); 
doncKN >KE — FI, àcaasedeA>PM=:KE, d'où l'oB 
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tire KN-f- PI >EK , ou , en retranchant KPT départ et d'autre , 
ÎF >EN. Mais lE =IF+FE, FN=EN+FE ; donc lE >FN; 
donc Tare décrit du point F , comme celitf e et avec un rayon 
FO 3= lE, coupera toujours la circonférence. On peut même 
assigner un arc dont les deux* extrémités soient les limites des 
intersections de FO avec cette circonférence. D'abord , le 
point N est une de ces limites^ puisque Ton a toujours lE 
> FN. En second lieu, si Ton observe que lE = IF -j- FE , 
FK = EK+.EF, et que IF<ÉK, l'on conclura, dans 
l'un et l'autre cas de" la figure , lE < FK ; donc , si du point 
F coi3me centre et avec FK pris pour rayon , Ton décrit 
l'arc KX, le point X sera la seconde limite cherchée. La 
constructioa et les raisonnemeds seraient les mêmes dans U» 
deux autres cas. 

Il reste à démontrer l'inscriptibilité du quadrilatère YKIL; 
À cet effet , rappelons-nous que les triangles ISL , SIF ont 
les trois côtés égaux chacun à chacun; donc l'angle SLI=: 
SFI = VRI ; donc la somme des angles opposés VKI , VLI 
est égale à deux droits. Donc (Récip.Liv. II, Prop. XI)' le 
quadrilatère est iascriptible. 

Théorème XIX. L'aire d'un quadrilatère est égale à la 
moitié du produit de la somme de ses deux diagonales , par h 
sinus de r angle (fUt* elles comprennent. 

Lemme. Si dan^ un triangle dont A, B , C sont les angles , 
H n , b, c lea côtés. opposés , on connaît les deux côtés £ et c 
et Tangle A compris , et que l'on nomme h la perpendiculaire 
CD abaissée de C sur^ c , on aura ^ à cause du triangle rec- 
tangle ACD, 

h : b :: sin-A : 1, d*où A = ôsînA, 

en supposant le rayon des tables = 1 ; mais 

ABxCD 



surf. ACB = . 



» ' t •' 1 



donq^ en diéûgo^t sur{.,ÀCB par^^ on aura 
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Sur lés figures à quatre côtés. 

♦ • * ......■•. 

Théorème XVI. Si l-on joint deux à deux les milieux des 
côtés d^un , quadrilatère quelconque, lajlgufe résultante sera 
un parallélogramme, , 

Soit le quadrilatère ABCD, et soient m , n, py qUs mi- 
' lieux dëè (Juatré cçtés ; xAfOiohi les âiagoilalens AC , OB'; léï 
côtés BA, BC étant divisés également en m et n^. la ligne ma 
sera parallèle à AC ,. il en sera de même de qp} par la mêma 
raison^ qm et pn seront parallèles (à DB-: donc la figure mnqp 
est un parallélogramme. . , 

La même propriété aurait' encore lieu dans ïé cas où le 
quadrilatère aurait un angle rentrant. 

'-TKéqf èmè XV;II. Soit ÈPGB un quatre inscrit , inscrivons 
dans ce quarré^ le quarré IKLJU; dans ce dernier inscrirons de 
même le quarré PQRS^ et airisi de suite ; je dis que la limite de 
la somme de tous ces qùdrrés, est le quarré circonscrit jiÉCDé 
l^gito4. ' ^^ effet, nommons S', S*, S**, etc. les surfaces de tes qûarrés, 
en prenant' pour unité le rayon du cercle jcirconscrlt, on aura 
S' == 2 , S^ = 1 , S* = i ; S>^ = ^, etc. Or , d'.après les règles 
de' Tàlgèbre , la limite de la somme i + i + i + etc. est i ; 
d6nç S' -f i" + S' etc. = 4 : ot , ABCD = 4 ; donc ABCD 
'ib S' + S" + S* + etc. 

' Problème XX. Étant donnée la différence AG entra là 
diagbnhlè ed le * côté d^un qUarré , construire ce quarré. 
tig.ioS. Au point A fe fais Tatigle GAD égal à la moitié d'un droit * 
au point G , je mène la ligne GHFE perpendiculaire à AD , 
et par un point quelconque F de cette ligne, je mène FM 
parallèle À AÇ, et je. ptends FM.z=: GF5 je joins les points 
G;.fet M'Jpar la droite G]^I que je prolonge jusqu'en D ; par 
b je mène DC , DE parallèles à GE, CG , et je dis que CD 
est le côté du quarré. Car^ à cause de FM= GF , on a ' 

DE = GE =^CG = DC: 



•r CG = DA ; donc CD-rs: DA^ 
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Théorème XVIII. Soit un quadrilatère ABCD-, si on «n Fîf io6. 
prolonge les côtés AB , DC ; AD y BC jusqu'à ce quils se 
rencontrent en F et G , on aura un autre quadrilalèrs 
ÀBFCGDA ayant les trois diagonales AC , BD , FG qui 
se coupent deux à deux , savoir BD , AC en I ; BD , FG 
en k; AC , F G en h ; et chacune de ces diagonales est coupée 
par les deux autres en segmens proportionnels. 

Considérons d'abord le triangle ABC : ce triangle étant 
coupé par trois transversales DA , DB , DC partant d'un même 
point D prb dans son plan , et passant par ses trob angles , on 
aura (Théor. XV , Rem. ) , 

A/. CG . BF = AF . BG . C/ (*). 

• I 

D'un autre côté , ce même triangle coupé par la transversale 
AFG qui ne passe par aucnn de ses angles , donne ( l'héor. 

XV) • 

AF . BG . Cft = AA . CG . BF (*). 

Multipliant ces denx équations Tune par l'autre ^ et suppri-* 
mant les facteurs communs^ on aura cette relation entre lea 
segmens A/, C/; AA, CZ^ de la diagonale AC» compris entre 
les extrémités A et C ^ et ses points de rencontre l et h par 
les deux autres diagonales BD , FG > 

Al : Cl :: Ai : Cfe (A). 

On obtiendra de même pour chacune des deux autres dia-^ 
gonales BD , FG , les proportions 

B/ : DZ :: Bft : m (B). 

'Fk : Gk :: Fk : ga (C). 



{*) Pour dëdaire avec facilitfî tontes ces proportion; de celles qui ont e'ttt 
trouvées ( Thcor. XV et XIV ), on remarquera qu"'en passant de la fig. io6 
k la fig. 93 , le |M>iot /.€8t«i«ui>«goeli^,Gà a, F à c , «t'^'<»ipftMant4e U 
6g. 106 à lafig. 99, le point F est ^njildgacàc, Gk e, hhb^ «t que , âajii 
CfA trois figures « les spmiu^u des angles wi éi^ utt^s p^r ium&^Lfê kttX9Su 
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de .làrénilte , , ' . ,. ^ • > 






tt coBséqueïpmeAt^rpn âfaàs^ lés j^èiçëndicîdairèsyg'//^^^ 
On pourra encore calcder A^ y Bg/ 1 1 aWe'deà proportion! 

• ■ . • - ■ ■ ■ « 

;iii. Si l'on connaissait les angles A. et B.^Jle côté AJB, ^on, ' 
càtèulerait par la T*rigonométrie^ la ligiïe;ÀR, puis l'on au-/ 
rait R/par la formule -''•' ■ ' ' • '^ '-^ '^'' 



i f . o. V^ ) surf.'ARB *- ^-■' 'î ' iiu'.i'.ril!^ 



laquelle servirait encore à la divisio^. d'un quadrilatère pro- 
posé ACDB en n parties léqaiyalent^êh^^âes parallèles au 
côté AB. En eflFet, posons ACDB = Q, rffiwf. .Gip.sglTvJ 
R/=a , %=a'. • ,^.^ ^etç^j; on, auraiç^)/^ ;;„,. 



etc. , . . 

Problème XXIII." Diviser un quadrilmère in deàçç, pçtties ] 
dans le rapport de m. à u, par une droite perpendiculaire a 
l'un de ses côtés. >,. . - 

,12. Lorsqu'on aura déterminé T^re du quadrilatère ABDC, 
on pourra calculer raire.ACA^':d.'apr^s, cette égalité, ; i' 

m. ABDC ■->•-> 



ACh'h = 



Retranchant de part et d'autre la , surface di^ triai^glç^Çf ^ 

il restera 

,-, mXcBD — ^^7i,surf.ACc 
Qchh sy , ' ' i 
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_ ,,, . n.sùrf.ACc m.CcVD 

Donc la question 'est réduite à diviser le quadrilatère CcBD 
dans le rapport donné ^ par une ligne parallèle au côté Ce, 
question qui est l'objet du problème précédent. 

Problème XXTV. Partager le quadrilatère ABDC par un^ 
ligné DE partant du sommet de F angle D , de telle sorte 
que les deux parties ACDE , EDB soient dans le rapport 
m à n. 

Puisqu'on a^ d'après l'énoncé j Flg.nS. 

» 

8urf.EDB = ÎL:^^, 

7n + 71 ' 

on connaîtra la base B£ ^ en divisant cette ^e par la moitié 
de la hauteur D J. 

Problème XXV. Partager le quadrilatère jtCDB en deux 
parties qui soient entre elles comme m. l à n* et de manière' ' 
que la ligne de division M N parte dû point M donné sur^ 
k côté AB, 

L'aire AMNC est connue ^ puisqu'on a 

AMNC = ^ ; 

771 -f- n 

ou connaît aussi l'aire ACM ; on connaîtra donc par là et la 

surface CMN et la droite CM; ainsi la hauteur cherchée du 

triangle CMN sera 

T.,-- surf. CMN 



on trouvera donc le point N en menant une parallèle à CM 
à la distance HN. 

Problème XXYI. Diviser un quadrilatère en trois surfaces ^ 

équivalentes par des lignes tirées de l'un des angles. 

Après avoir calculé les surfaces ABD, DBC, on connaîtra 

, ^ surf. ABD ,^ . , 

le rapport —-jg;gg— i et sd çurpasse f , on en conclura que Fig.u4. 
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les deux lignas de division dcûrent être menées dans le triangle 
ADB; s'il est moindre que j, elles seront dans le triangle 
BDC} enfin s'il tombe entre j et f , Tune des deux lignes 
tombera dans mi des trian^es^ et Fantre dans l'antre. 

Soient snrf> ABP= A , snr£ BDC= C , BM = x, BM'=x% 
et DH la hantenrdu triangle ADB: on aura poor le premier cas^ 



d'où 






Problème XXYIL Diviser un quadrilatèté en trais surfaces 
équivalentes par des lignes tirées d^un point E pris sttr un 
des côtés. \ : : ■ 
lK.115. ^^^^^ ABCDsb» ABCesC^ siuf.ADÉ = A^ £M 
nne des lignes de division; £1^ nne peipendiculaire abaissée 
du point £ sur le côté AB ; quand A ser^ <^ |D^ la ligne £M 
'tonïbera dans la surface C , et on aura pour déterminer AM — a: , 

l'équation 

EH 

de laquelle on déduira 

- = ^{w} ^"^ 

Dans le cas de A>iD, la ligne EM devient EJ*'; 
faisant AM' = af, puis menant de É une perpendiculaire snr 
IjB côté AD prolongé , on aura 

A-^a^ = i(A + C). 

4*eù Ton tire 

X 



,=i{-^}......(«, 



> 
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Remarque. 

C 

Lorsqu'on a — = A, ou C = flA, les équations (M) et 

(N) donnent a; = a/ = o ; ce qui doit arriver , puisqu'alorsia 
diagonale £A est elle-même une ligne de diyision. 

La détermination du point M" ne peut faire diiEcuIté. 

Problème XXYIIL Du sommet de deux angles opposés d^un 
quadrilatère , mener deux lignes qui se rencontrent , etde leur 
intersection une autre ligne ^ ensorte que les trois surfaces ré-* 
sultantes soient équivalentes entre elles. 

Après avoir mené la diagonale DB , on calèulera les 
surfaces DAB ^ DBC et leur rapport avec la surfaco 
totale : cela fait > si la surface 6DC est momdre quo 
le tiers de BADC , le point G sera à la droite de la dia-- 
gonale DB ^ et dans le cas contraire , ce- point tombera 
dans la surface BDC. Ils*agit de déterminer le pp^nt G o^^G'^^ 
de manière que la surface BGSJIg qu JBG'DC soit le tiWsv'de ïa"^ <> 
surface BADC > et ensuite de divis<^r.«ei) deu pai;;tias l^s^j^e 



DAB > § BADC , on aura 

DB ■■• ' ■''■ ■ ■ •- ^- ^'^r.JH.A 

B-^.^X=,|(Brlr A),, .,,,,.. 

d'où l'on tire ' k r.)* /> .... .% 



B — 2A A ..... r -i it 






• • ' * 



tr-.: tC 



f ; 1. . ■ . . • ' » 



Lorsque le point G tombera dans Je. triaogle PCB en H;,, 
on donnera le signe ^ au terme de x« Mais pA7 l^>|K>i|Xt$ 
G et G\ ainsi déterminés, si on mène des pai^IU^^j)!]^ jet 
M'N^ à la diagonale DB^ tcu&^les triangles vqnijrayi^fPB 
-pour base , auront le sommet sjor qes parallèles , .seront égaux 
aux triangles DGB , DG'B. On voit donc que les points G 911 
G^ sont en nombre infini et que leur lieu est une ligne droite ; 
ainsi on pourra en prendre un il voloihé pour point de dé- 
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part de la troisième ligne de division ,' et abaissant de ce point 
une perpendiculaire GH qui donne le triangle BGH , que noua 
Àotaimerons C, on aura pour déterminer HF =^, Téquatiou 

xir* 

on doQuera le signe — au terme y^ lorsque le triangle 

BGH Surpassera le tiers de la surface ABCD. 

Voyez sur ces questions mon Traité de la Division dés 
Champs , dans un ouvrage ayant pour titre : le Compas de 
" proportion. 

Du Cercle. 

a 

^ébrëltùB-XX. ' Si on fait tourner le système des deux 
^. j^^ftôijgféiàiff^, '^Y ^'dùns le plan du cercle mtt', de manière 
qûWéir^ioièjU toufauïttouùitéé^ifn tettf par le cercle tmt" » /• 
^iht^T de Concours VUôrimk certle' concentrique TNT. 

Là Slimôsstfaâbn de ce ^éôirème se présente d'elle-même ; 
* nous 'nous dispoiseifons donc de la donner. 

Problème XXIX. Mener par un point pris dans un cercle 
une corde égale à une signe donnée plus petite que le dia-^ 
mètre de ce cercle. 

Soient AB la droite donnée > Ole centre du cercle ABMN et 
Fig.i 17. D le point par lequel doit passer lacorde égale à AB. Inscrivons 
<la*drôît»Âtt datns'^le eerde^abaÎBsonA du centre O la perpen- 
^AlMâaké OC sur cette^roite, î^et du point- O avec le rayon 
^OC^iiéé^^fMs une^oiroonféreàce. .Les deux tangentes MDN , 
^9Êîy(i^ menées par D, seront les cordes cherchées^ parce 
^m, ^ans^n cercle / les^ ôôkdÉS égales sont également dis- 
tai/tës du centre. 

Problème XXX. Deux cercles étant donnés de grandeur 
et de position , les couper par une droite , de manière que 
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les parties interceptées soient égales à une ligne donnée ^ cette 
ligne ri étant pas plus grande que le diamètre du plus petit 
cercle ; ou de manière que ces parties soient dans un rapport ^ 
^donné. 

Si les deux cercles donnés sont égaux, la solution de cette 
question est facile (Géom., Liv. U, Prop. IV). 

Considérons seulement le cas où les cercles donnés sont 
inégaux^ soient O et o les centres deices 4leux:cercleSy etp^^^^^ 
soit PQ la droite donnée. Inscrivons cette droite dans chacun 
des deux cercles d'une manière quelconque ; soieiit AB et ab 
les positions de la droite PQ; des centres O et o, .^^ssoaa 
sur ces cordes les perpendiculaires OC, oc y et (&S po^ts O 
et o pris pour centres, avec les distances OC, oacomme rayons^ 
décrivons deux circonférences ; à ces circonférences menons 
une tangente commune T^ : les parties interceptées..A^B', a'V 
seront égales entre elles et à la droite PQ. Car ,,'en vertu -de 
notre construction , elles sont égales aux cordes AB , ab. 

Si Von demandait que les parties interceptées A3^ , o^b' 
fussent dans un rapport donné, il faudrait préalablement 
prendre AB et ab dans ce rapport, et appliquer' lebsîâte Ma 
construction précédente. 

Problème XXXI. Si l'on suppose qu une ligne MT tourne 
de mamère. 4)11. elle' soit toujours touchée dans^ le m^e point M 
par la circonférence AMB , trouver la courbe que décrit dans 
ce mouvement un point Pf donné sur la tangehte, 

La considération du triangle rectangle CMN dont les côtés Yig.iu 
(ÏM et MN sont constans, donne la solution deJa'qiiestion. 

Problème XXXII. Trouver sur le cercle un point de 
tangence M tel que les parties ^MR et MK compfriaeis entrece 
point et deux axes perpendicuiaïres qui se coupent au centre, 
soient entre elles dans le rapport donné denà m. 

Le problème étant supposé résolu, menons' la parallèle r/iîg.ia^ 
à RR', et on aura ' ' 

n : m :: RM : rm' :: n» : /m :: cr : c/», 
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;d*où résulte 

;;- '. ^ri : y/m :: Cr : c/, 

de sorte que si Ton prend Cr moyenne propottîonnnlle entre 
Tiinité et ix , et C/ moyenne proportionnelle entre l'miité et 
771, puis qu*on joigne r/., la tangente parallèle à r/ sera la 
tangente chèrcliée. 

îri.;: : Problème XXXIII. Trouver lecàpression de lasurfaee com^ 

prisé entre deux circonférences concentfiques. 
Fig.i2i: ' Soït'O le centre ' commun de deux cercles , ayant pour 

rayons OÀ, OB. La" surface du premier étant ir.OA (Géoin. 
Liv. IV, Pi*opi XII, Cor. Il) 'celle du lecond étant pàrçîl- 

lement sr.OB, lasurfaee de la couronne ANDMBN'CM' sera 

V.(ÎOA— GB) , dii ^.(OA + OB) (OA — GB), au enfin 
-r.BD X BÂv Au 'point B, menons la tangente MN : on a 

, BD >< BÀ = BN ; amsi la surface de la couronne est expti* 

.ujée par flr.BN^ et l'on voit qu'elle équivaut à celle d'un 
cercle «lyant pour rayon la moitié de la tangente MN. 

On a , pouf expression de la somme des surfaces des deux 
cercle^ des rayons GA et GB , 

èurf . OA + surf. OB = ^ . (OA + OB) : 

d*où l'on voit que la sojnme des surfaces de. deux cercles l 
équivaut à celle d'un cercle ayant pour rayon l'hypoténuse 
d^un pi^angle rectangle dont les côtés de l'angle droit sont 
les rayons des cercles donnés, 

* Problème XXXIV- Le diamètre AB êHun demi-cercle AMB, 

étant divisé en deux parties quelconques AD, PB ; sur ces 

parties comme diamètres, soient décrits deux , demi-cercles 

AND, DLB ; on demande un cercle équivalents Ici surface 

'•^ZWAISDLBMA, 

Au point D , élevons au diamètre AB la perpendiculaire DC 
qui rencontre en C la demi-circonférence AMB ; sur DC, 
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^mme diamètre , décrivons un cercle CPDQ : ce cercle sera 
celui qu'on cherche. Car (Géom. Liv- HI, froc. Vlil) , 



AB*= AD*+ DB + aAD X DF, 



• • ; 



ou, puisque AD X I>B = CD ,. ou a 

AB = AD + DB* 4- aCD : « -r 

or les surfaces des cercles étant comme les quarrés 4a leur» 
diamètres, on a ^ 

AMB : AND : DLB : CPDQ :: 53*: A]S*t^: aCD**; 

donc . % » . »^ . . ,'. .ftc • 



AMB = AND + DLU + ÇPPQ , ,> ' 



d'où 



1*4 / / ' • 



CPDQ = AMB — AND — DLB- 

Problème XXXY. Étant donné un cercle fHroni^er quatre 
autres cercles dont la somme des surfaces soit égialefià^ceUe duk 
cercle donné, et dont les. rayons soient, entte^$Ux .^QWtUi^ hs 
lignes données Si, b, c, d. r ,i. • , j..,iî. .:; :> 

Je prends £F = £2, au point F j*élève la perpendiculaire FG* FJg.ia 
que je prends égale à c ; je mène £G , et en G j'élève GH= b 
perpehdièulaire à EG : je joins EH ^ en H , f érève'sïir HE Ja 
perpendiculaire HK = a, piSis je joins K£, et, à partir. 4a 
point K , je prends KL = R = rayon du cercle donné ; je 
mène LO parallèle à EH , tM parallèle à EG , LN pardttl e 
à EF , OM parallèle à HG , et MN parallèle à GF. 

En effet, on a 

LK*= R» = LO* -j- âK\ 



donc 



LO = LM + OM, 
LM*= LN + MN\ 



r .» 



R« =: OR + OM + MN + LN. 
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Ainsi U ffucfaç^ da cercle du rayon R, sera égale à la somme 
des surfaces des cercles dont les rayons sont KO , OM, MN, 
LN. Maintenaoit.Ies polygones K£FGH, KLNMO étant sem- 
blables^ on a cette suite de rapports égaux 

KO : KH :: OM : hg. :: mn : gf :: ln : ef,. 

ou 

KO : a :: OM : î :: mn : c :: LN : d. 

Dont jés rayons OK , OM , MN, LN sont entre eux comme 
les lignes a, b , c et d, ' 

Problème XXXYL Diviser la circonférence d'un cercle en 
quatre parties égales , en né faisant usage que du compas. 
B'ig.xa4. Soit porté le rayon AB de B en G, de C en D , de D en £, 
de £ en d, de d en c; et soient décrits des points B^ £, 
avec BD comme raypn» deux arcs qui se coupent en a; 
si de B comûllfe' centre, arec Aâ comme rayon, on décrit 
de» arcs- ipû coupent la circonférence en F et/, on aura 
are BF:3=raEbF£ =:arc B/=arc/E^ 

£fi* effet, BA£ étant un diamètre, et les triangles aAB, 
aAE étant égaux, chacun des angles. aAB, aA£ sera droit; 
dohc . ■ ■ - . ^ 

dÊl*==: Â5*+ aA> d'où cB*— ÂB*= ak. 

• •■*'»• 

Soit ÀB == 1 , on alira dR ==:BD = 3; donc a A =3— ir=2 ; 
d'ailleurs,. i^capee de BF =:p Aâ =a, on a 

Sf*= AB*+ AF*= 1 + 1=2; 

donc , dans le triangle BAF , l'angle BAF est droit ( Récip. 
Liv. III, Prop. Ili), et il en est de même de l'angle FAE. 
Donc les arcs BF et F£ sont égaux entre eux, et chacun 
d'eux est un quart de la circonférence. 

Remarques. 

». - ' 

* 

i^. Les trois points A, F, a sont en ligne droite* 
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â®. La circonférence est divisée en d«ux parties égales aux 
points B^ £; en trois ^ aux points B, D, il; en quatre , aux 
points B, F,Eff', en six, aux points B^ C^ I},K,d, c. 

Problème XXXYIL Diviser une circonférence ea^kuit ptin*^ 
lies égales ,en,ne faisant usage que du compas • 

Du point a déterminé précédemment , avec AB comme rayoOp 
soient décrits des arcs qui coupent la circonférence en G et H ^ 
et des points G et H comme centres^ avec le rayon An, soient 
décrits des arcs qui coupent la même circonférence aux points pi^.j^^ 
g et h: la circonférence sera divisée en huit parties égales 
en B,G, F, H, E, h,f, ff. * 

^£n eifet , puisque Aa =: 2 ^ dans l*h]^othé8e ABki » on aura 

Aa = Ig*+ cG; 

l'angle AGa sera donc droit (Récip. , Liv. III , Prop.. II J) , et k 
cause du triangle isoscèle aGA ,Ie6 deux autres angles vaudront 
chacun la moitié d*un droit ; donc Tangle G AF sera la moitié 
de BAF; donc l'arc GF = l'arc BG. Mais par construction^ 
arcGgïzsarcBF (Probl.XXXVI) j ôtant de part et d'autre 
arc BG, il restera arcGFsrarcBg*. Donc, etc. 

Problème XXXVIII. Diviser une circonférence en douze 
parties égaies , en ne faisant usage que du compas. 

Tout étant comme au problème XXXYI, qu'on prenne 
arc FN = arc N/i=arc FO =arc Go = ^de la circonférence , «. , 
et ]a circonférence sera divisée en douze parties égales aux 
points B, N, C, F, D, G, E, o, d, /, c, n. 

En effet, si des arcs égaux BF, FE, on retranche les arcs 
égaux BC,ED, les arcs restans CF, IfO seront égaux. Or 
Tare CD est la sixième partie de la circonférence, dont Tare 
CF sera la moitié de l'arc CD , et par conséquent le don* 
zième de la circonférence. A cause de l'arc FN =: arc CD , 
on aura encore arc CFr=arcCN. Donc ausçi, à caus^ de 
arcFN = arcCB, an aura arc CN = arc NB , et aipsî dc^ 
autres arcs qui seront chacun le douzième de la circonférence.. 
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Ces Suintions sont extraites de la Géométrie du Compas 
de Maschérçni y ouvrage ainsi nommé ' parce que le compas 
est en êiFet le seul instrument des problèmes qui y sont traités. 
Maschero.ni ^vise encore la circonférence en 24» 5, lô, 
120, 20 y 240 parties égales; et un arc en deux parties égales. 

* Il est maintenant facile de résoudre pat là Géométrie et 
arec le compas seulement , It problème suivant. 

Problème XXXIX. Trouver les racines quarrées dé tous 
les nombres entiers , en ne faisant usage que du compas, 

Ig.iaS. Construction. Du rayon AB=: \ décrivez le cercle BDc{| et 
portez le rayon AB de B en C^ de G en D^ de D en £, de £ en cf > 
de d en C'y des points B et E pris pour centres^ et du rayon BD , 
décrivez des arcs de cercle qui se coupent en a et ce; du même 
rayon BD et des centres D et d, décrivez des arcs de cercle qui 
5e coupent en Y; du rayon Aa et du centre B^ coupez la 
circonférence au point F ; des centres B et F et du rayon 
AB y décrivez des arcs qui se coupent en T ^ et /d'après cette 
conkruction , 



AB = v/i 
Aa = \/q, 

BD = v/3 

BE = t/4 

ET = \/b 



a\ = |/6 

CV= ]/7 
aoL = |/8 

BV= v/9 
TV = i/io. 



Démonstration* En -supposant AB r=: 1 , on a trouvé (Probl. 

XXXVI) Aâ*=r 2, d où Aa= v/2; On sait que BD=l/3, 
et on à BE=2= 1/4- 

Les triangles BTA, TAF ayant les côtés égaux , on aura 
Vangle BTA égal à l'angle TAF, et par conséquent BT sera 
parallèle à FA ; donc à cause de Tare BF égal au quart de 
la circonférence, AF et conséquemment BT seront perpen- 
diculaires 4 BA. De plus, les .points A et E ainsi que les 
points B et V étant également distans des points D et d^ les quatre 
points B , A, E et V seront en ligne droite (Théor. XI , i®) > ^^ 
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oa aura EV = AB ( Théor. XI , a**) , et conséquemment dana 
le triangle rectangle EBT^ 

ÊT*===TB*+BÊ*===55V4S?==5, d'où ET = V/5: 
Dans le triangle rectangle oAY , on a 

ûV*= A^*+ AV*= a 4- 4 = S> d'où ûV = 1/6; 

Si l'on observe que les points C, B, c. A, V «ont déter- 
minés de la même manière que les points A, p, B, P, Q ' ^ 
(Théor. XII J, Coroll.) , en verra que l'égalité 

AQ = aJ[? + PQ X pQ 

devient 

m 

CV*= CB*-f- AVXBV= 1 +2.3 = 7, d'oùCV= 1/7. 
Comme Aa=: Act, on aura 

OA = 4Aa = 8 , d'où aa, =± y^S.' 

On a ensuite BV :i= 3 = V/g. Enfin le triangle rectangle TVB 
donne 

TV*==:'fB*4- BV*==i+9=io, d'où TV=l/io; 

Ces racines serviront à faire trouver celles des nombres 
entiers de 10 à 3S. A cet effet, soit soustrait le nombre dont 
on veut avoir la racine du quarré immédiatement supérieur, 
qui sera 16, âS ou 36^ avec la racine du. reste qu'on s^t 
trouver , prise pour rayon , soit décrite la demi-circonfércnoe 
QLR ; avec la racine du quarré immédiatement plus grand, prise 
pour rayon, et des centres Q et R, soient décrits deux arcs qui 
se coupent en P, la ligne AP^ sera la racine cherchée. 

. En effet, l|^gle PAQ étant droit, on aura Fig.ia6. 

fq = Aq + AP , d'où PQ*— ÂQ* = AP ; 
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maintenant supposons PQ = 36 , et égalons snccessÎTemcnf 

AQ aux noinbres entiers depuis i jusqu'à lo, AP sera suc- 
cessivement égal aux quarrés depuis 36 jusqu'à aS ; donc on 
aura successircmeiit pour AP les racines de tous ces nombres. 

Si on fait PQ = aS, on aura de la même manière les racines 

depuis 5a5 jusqu'à iG , et faisant PQ*= 16 , on aura les autres 
racines depuis 16 jusqu'à le. 

Si on veut , par exemple , la racine de ag , on aura 
PQ — ÂQ*=i 36 — 7 == AP*= ag ; tfoù APrsi/ag. 

Il est clair qu'on peut avec ces racines avoir celles des 
nombres supérieurs^, et ainsi de suite indéfiniment. 

Problème XXXX. Dans un cercle tïun rceyon donné , 
trouver, en ne faisant usc^e que du compas , une corde qui 
diffère peu du quart de la circonférence. 

Avec le rayon AB, coupez sur la circonférence les arcs 

Fig.ia7. égaux BC, CD» DE; puis des centres B et £ avec le rayon 

BD , décrivez deux arcs qui se coupent en a; puis du point C 

pris pour centre et du rayon Ca, décrivez un arc qui coupe 

la circonférence en b , la corde Bb sera la corde . cherchée. 

Le rayon AB étant :^ 1 ^ si Ton désigne par A l'arc BC 
= 60*^, et par A' Tare Cb dont la corde est B4 ^ on déduira 
de la formule 

cos A' = cos (45*» — A) — sin (45» — A) — sin3o«> (*) , 

A = 43* 33' 1^ = BC J ; donc Tare BCA = io3« 33' ^^ ; 
sa moitié qui est de 5i* 4^' iiél > * ?^^^ sinus o,7855gg8 ; donc 
la corde Bb qui est le double de ce sinus , aura pour valeur 
1 ,571 igg6. Le quart de la circonférence étant (Géom. , Liv. IV, 



(*) rions supprimerons la démonstration de cette formule | parce quMIe 
exigerait celle de plusieurs th^rèmes qui ne nous seraient d'aucune utilité 
dans la suite. Yoyei la Géométrie du Compas f Livre douzième. 
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ftrop. XlV) 1,5707963 , Terreur ne sera donc que de 0,0004 
environ. 

D*aprè8 Archimède, et en supposant le rayon = i , le quart 
de la circonférence , est -2^ = 1,5714 > dont la différence avec 
1,5707663 est 0,0007) cette différence est donc plus grande 
que celle qui résulte de la construction ci-dessus dont la sim- 
plicité est remarquable. 

Problème XXXXI. Etant donnés^ trois points non en ligne 
droite , déterminer tous les triangles équilatéraux dont les côtés 
passent par ces points 5 assigner lé plus grand et le plus petit» 

Lemme /. Nous rappellerons qu'un angle formé par une 
corde AB et par le prolongement AC d'une autre corde AD ^ 
a pour mesure \ {AND + A MB). 

Réciproquement , si un angle CAB a pour mesure la demi-- Fîg.Yd9* 
somme des arcs AMB , AND, le sommet A de cet angle 
sera sur la circonférence, 

Lenmie II. Si deux cercles O et Cse coupent, la plus grande 
des sécantes communes à ces deux cercles, que ton puisse me-* 
ner par un de leurs points d'intersection B , estla sécante DE 
pataUèle à la ligne OC qui joint les centres. 

£n effet , par le point B menpns toute autre sécante IK ; vîg.ioo. 
je dis que Ton a ÏK <^ D£. Car , si des centres O et G j nous 
abaissons sur ces droites les perpendiculaires OM, CN; OF, 
€G , nous serons ramenés à démontrer que MN est plus grand 
que FG. Or MNsrOG et OC>FG, puisque si Ton mène 
CH parallèle à FG , on a CH == GF et CH < CO ; donc FO 
< MN. Donc aussi aFG ou IR < aMN ou DE. 

Venons maintenant à la solution de la question propesée. 

Soient A> B^ G les trois points donnés : joignons AB, AG, p- ^^o, 
BC. Décrivons fur ces trois côtés du triangle ABG les seg-- 
mens ASRB , ARQC» BPRC capables d un aogTe égal à ^ tt, 
^ désignant la circonférence : ces trois cercles se couperont 
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en un même point. Car , soit R le point d'intersection des arcs 
ARB,BRC, et menons les cordes AR y BR^CR; les angles ARB^ 
BRC seront chacun égal à j^; il en sera donc de même de 
l'angle ARC. Donc(Récip. , Liv, II , Prop. X) , le point R est sur 
l'arc ARQC. Maintenant du poipt A à un point quelconque Q 
de l'arc CQR , menons la droite AQ qui-coupe enS l'arc ARB; 
tirons la ligne CQP qui rencontre çn F Tare CRB , [pignons BS : 
je dis que cette droite passe par le point P. En elFet , en verta 
du lemme I , l'angle SQP = ^7r ; il en est de même de l'angle 
QSB : donc le troisième angle est égal à ^.t, ou à la somme' 
des arcs CRP + PB ; donc , d'après la réciproque du lemme 
précité, il a son sommet sur l'arc CRB, en P. On voit 
de plus que le, triangle PQS est éqnilatéral , et que ses côtés 
prolongés passent par les trois points A, B, C 

En répétant la construction précédente pour un second point 
de l'arc CQR , on obtiendia un second triangle qui satisfera 
aux conditions demandées. On en construira un troisième de 
la même manière } de sorte que l'on en pourra former ainsi 
autant qu'il y a de points dans Tard CQR. Au reste, cette 
construction est générale , comme on pourra s'en assurer ; 'c^e6t-^ 
à-dire qu'elle s'applique en quelque lieu du cercle AQ'CR que 
toit situé le point Q- 

Ce point Q a deux positions remarquables : la première R. 
donne le minimum cherché : car ce point est celui où con- 
courent les lignes AQ, CP, BS , lorsque AQ est en ARv . \^ 

En second lieu , si par le point A , on mène Q'F perpen- 
diculaire à AR, le point Q' donnera le triangle Q'FS' pour* 
le maximum. En effet, Q'F est parallèle à la ligne MN 
qui joint les centres M et N, puisque celle-ci est per-^ 
pendiculaire sur AR ; donc , d'après^ le lemme II , Q'P' est 
plus grande que toute autre ligne q'p\^ terminée aux cercles 
N et M. Donc aussi le triangle Q'P'S' équiktéral , . comme il 
est facilç de le voir, est plus grand que tout autre 9'pV passant 
par les points A, B, C comme le premier. Il est aussi plus 
grand que tous les triangles équilatéraux tels que PQS dont 
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les prolongemens passent par les points A, B^ C; donc il est 
un maximum, entre tous les triangles équilatéraux dont lespôtés 
passent par ces points. 

On pourrait demander s'il n'existe pas lïn triangle remplis- 
sant les conditions requises ;/ et cependant plus grand que 
Q'P'S'. La réponse est facile : quel que soit ce triangle, puis- 
qu'il passe par les points A , B , C /ses angles ont pour mesure 
la moitié des arcs ARB , ARC , BRCj^donc (Récip. , Liv. 11^ 
Prop. X) les sommets de ces angles sont sur les circonférences 
de ces arcs. 

B ■ 

Des aires du cercle^ du secteur et du segmerU^ 

Problème XXXXIL' TVouver/'afrc d'un cercle dont on 
connaît le rayon. 

Si l'on désigne l'aire du cercle par '^ , son rayon par r, et 
par TT le rapport de la circonférence au. diamètre , on sait que 

l!appro?dmatioa sera presqiye tQujours suffisante , en supposant 
Soit, pour exemple, r= 16"*, on aura 

Si on voulait opérer par les logarithmes , au double du 

logarithme du raydri'/ on ajouterait ^ celui de t, qui est 

'0,497^479 i c^ )a sofiniiiè sel^ le logarithme de Faire demandée. 

On peut se proposer de calculer le rayon d'un cercle dont 
taire est connue,' " ' • » *' 

Problème XXXXIIL Déterminer taire d'un secteur dont 
tare est de n grades , et dont le rayon = r. 

Puisque Taire ^ du secteur est à celle du cercle comme l'arc 
du secteur est à la circonférence entière , et que- deux arcs 
id'un même cercle sont entre eux comme les nombres de grades 
qu'ils comprennent'; on a 

S l TTI/^ Il n l 4^0 j d'où J = 71 . ■; — î 

• ^ ' 400 
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par conséqoeiit 

logj = log I» + al<^ r + "3,895o873r(*). 

Problème XXXXIY. Calculer Paire du sèment dont tare 
comprend n grades^ et dont le rayon = r. 

L*aire da aegpnent est égale a ceUe dn secteur moins rwe 
da tnan^e. Qr» par ce qui précède» 



aire du secteur =11-7 — • 

aire du triangle = — sin n ; 
donc 

aire du ^«gm«ii< = alogr + lo6 jT»-— — sim»J 

Si on fait a = n » on anra 

spo 

loga = log n + «^1961 179 ; 
partant 

log du segment = log r «f- log ^ (a.ip sfam) ; 

le signe — ayant lien lorsque it^ aoo» et le signe «f- poor 
n > aoo. 

i?^^ contacts. 

Problème XXXXV. Étant donné un cercle , on propose de 
lui mener une tangente quijnsse avec une ligne donnée un 
angle donné. 
¥"-.131. Soit O le centre dn cercle, soit AB la Hgne donnée : au 
point A je mène la ligne AC faisant avec AB Pangle donné ; 
de O je mène 06 perpendicnlaire sur AC , et par F la pa- 
rallie F£ à AC , laquelle sera la tangente chercliée. 

Problème XXXXYI. Décrire uncercle tangent ad point O 
de la ligne AB , et qui passe par un point M donné. 

•^) Voyez » sur les caractéristiques négatires , mon Traité tP Algèbre y prc- 
jiiicre section. 
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Sur le milieu de MO on éleyera une perpendiculaire indétinie F>g- -^ 
TtO et par le point O une perpendiculaire OO^; ces perpendi- 
culaires se couperont au centre du cercle qui satisfera aux 
conditions énoncées. 

Problème XXXXVII. On dorme le rayon d'un cercle , et on 
propose de trouver là position de son centre, sous la condi^ 
tion que le cercle touche les deux droites données et non 
parallèles AB ^ AC. 

Le centre O cherché se tiouve sur la ligne AM qui divise Fig.i32i 
également l'angle BAC ; maïs il se trouve aussi sur la parallèle 
3DO à AC » menée à une Astai^ce de cette dernière ligne égale 
au rayon donné. 

Problème XX7CXYI1I. Mener une tangente commune à deux Fig.134. 
merdes dont ''les centres et les rayons sont donnés. 

La solution n*a paF de difficulté , si les cercles donnés sont 
décrits du même rayon. 

Soient maintenant O^ O^ les centres des deux cercles dont 
les rayons sont diffSrens ; la taiigènte cherchée doit couper la 
ligne des centres en un point R qu'ils'^git de déterminer. 
Supposons le problème résolu^ cette tangente sera perpen- 
diculaire aux rayons OT , O^T menés aux points de contact ; 
on aura donc la proportion 

RO : RO' :: ot : o't', 

d'où rçsulte • 

RO — RO' : OT — o'T :: RO : OT , 

on dédnit de 14 

RO - 1 . ot-O'T' - ÔT- O'T'- 

Autre solutioh, Jejoins les deux <;entres par la ligne droite Fig.i35. 
OO' ; sur le rayon: OA perpendiculaire à OO' , je prends 
AE = O'A', et je décris un cercle du rayon OE ; je lui mène 
de O' une tangente CIS^, par O et K une ligne OKT:, et' 
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par CK une perpendiculaire O'T à (XK , puis je jmns T et 

T, et TF sera la tangente cherchée. 

Problème XXXXIX. Décrire un cercle dwi rayon donné , 
qui passe par un point donné et qui touche unedroUe donnée. 
T'v^.ijG. Soient AB la ligne et £ le point donnés; par nn point quel- 
conque G' j'élève sur AB une perpendiculaire CD égale au 
rayon donné , et par D je mène DC parallèle à AB ; le centré 
du cercle sera sur cette droite. Du point £» comme centre » 
avec un rayon EO = DG', je décris un arc qui coupe DC 
au centre cherché. 

Problème L. Décrire un cercle qui passe par deux plaints 
donnés , et qui touche une droite donnée. 

1®. Il peut arriver que la drc»ite donnée et celle qui joint 
les deux points donnés , soient parallèles : alors la solution 
est facile. 
Fig.t37. a\ Soient A et B les deux points doxmés^et PQ la droite 
donnée : soit R le point; d'intersection^ des droites BA^ QP; 
prenons/ à compter de ce points la partie RC moyenne pro- 
portionnelle entre RA et RB ; enfin ^ décrivons un cercle qui 
passe par les trois points A, B^ C : le problème sera résolu. 

Car, en vertu de notre construction,^RC:i=:RAx RB; d'où 
il suit (Récip. ^ Liv. III, Prop. XXII) que la droite RC est 
tangente au cercle. 

Il es^ facile de résoudre cette question : trouver sur une 
dwite donnée le lieu du sommet du plus grand angle dont 
les cotés passent par deux points donnés» 

Problème LI. Décrire un cercle qui passo'^par un point 
donné , et qui soit tangent à deux droites données. 

On donne les deux lignes AB , AC et le point x. Le 
centre du cercle cherché doit être sur la ligne AD qui 
divise également l'angle BAC : d'un point Q quelconque pris 
F'P t3S. sur AD, je mène les perpendiculaires OF, 0£ qui seront 
égales, ensorte que le cercle F£G sera tangent aux deux 
droites. Tirant Ax qui coupe le cercle de OF ea G ^ si du 
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point X on mène la parallèle xQ' à GO ^ et du point O' la 
parallèle O'F' à OF , on aura le ccptte O' , puis le rayon O'F' 
du cercle .'cherché. En menant xwk parallèle a Gm , et ri.O' per- 
pendiculaire sur le milieu de xwlyOn aurait encore le centre 0\ 

Noos donnerons une autre solution de ce problème. 

Lemme. Par un point donné , mener une droite qui coupe , 
à anglçs égaux , deux droites données de position. 

Si les droites données sont parallèles , une perpeodieulaira 
menée par le point doni^é à l'une de ces lignes, le sera à Tautre , 
et le problème sera résolu. Si ces droites concourent , on di- 
visera en -dëuiJf parties égales , l'angle qu'elles forment 
( Probl. V ) , et Ton mènera ensuite une perp'éndiculaire 
à la ligne de division. Il est bien entendu que le point est situé 
entre les droites. 

Cela posé ,- soit A le point donné , et soient BC , DE les 
droites données : si elles sont parallèles, la solution est facile. **6-"9* 
Dans le cas contraire , par le point A menons, d'après le lemme 
précédent, la droite lAH qui fasse avec les droites BC , DE 
les angles égaux IHC, HIE. Soit K le milieu de HI : prenons 
KL = KA , et , au moyen du problème L , décrivons 
un cercle qui passe par les points A et h, et qui soit tangent 
à la droite BC^ )e dis qh*il le sera pareillement â la droite 
DE. Car soit O le centre de ce cercle, et soit M son point 
de contact avec la droite BC 5 joignons OM, OH, 01, et 
du point O abatssons la perpendiculaire ON à DE. Les trian- 
gles OMH , ONI seront égaux et donneront ON =c OM jdonc 
la droite D£. est tangente au cercle. 

Théorème XXI. Si quatre cercles touchent chacun exté" 
rieurement où Hniérieurement trois ' côtés d'un, quadrilatère 
quelconque, tes centres de ces cercles seront toujours sur une 
même circonférence* 

Soit ABCD le quadrilatère dfonnè; soient O, Ô^ CT, 0''Fig.,4o; 
les centres des quatre cercles dont chacuA touche extérieur 

9 
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rement tcoh des eôtés dti quadrilatère^ il suffit de prourer que 
Jb noureau quadrilatère est iiMCiiptible ^ ou que la somme de 
deux dW ses angles opposés, est égale à celle de deux angles droits. 
Le centre O étant Fmtersectton des droites AO, DO qui 
divisent également Ie« amgj^ tAtf, ifDt", on a, ea désignant 
rangle droit par P> 

tAt' + DAB — aD, d*bù OAD — D — ^:^^ 

On a de inême ODA =i2 D : 

_I>AB + APC 



a 



donc AOD = aD — (OAP + ODA), =: 
Par la même rais<M^ , 

CO-B =^ aD - (O'BC + 0*08) = ABC^|^BOT . 

dona 
AOD + GO-B = 5èi±iM±i5£±»^ ^ aD. 

• • ■ - ■■ -il. 

Remarque. 

Le» lignes 00', 0'0% 0''0^,O^0 passent pa^r les sommets 
D, C, B, A du quadrilatère donné , ce dont il est facile de 
se rendre raison. ; 

Nouslaissoneà démontrer la seconde partie de la propositioas 
ainsi que le théorèihe suivant : 

i''. Si les côtés d'un quadrilatère circonscrit , touchent une 
circonférence aux sommets des angles d'un quadrilatère ins^* 
crit y leurs diagonales se couperont toutes au même point. 

Théorème XXIL i**. Si ton mène une tangente RTT' aux 

deux cercles qui ont pour centres C et C ^ tangente qui rencon-^ 

Fig. s 4i . trera enRla ligne des centres C C,et que par les points de tangence 

t et if du cercle C" avec les cercles C et C, on mène une droite 

tt'y cette droite ira passer par le point R, dahi toutes le$ 
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paskions du cercle tangent C , a^. Si^ par le point R , on mène 
les sécantes Rm^m , Rofn , les quatre points m!, m , n ^ n' seront 
sur une même circonférence. 

Deux points n'étant pas sui&sans pour déterminer le centre 
€t le rayon d*un cercle , le cercle C" peut toucher les cercles 
C et C dans tine suite de points t et t\ et il est facile de 
trouver les extrémités des arcs de-contact sur ces deux der- 
niers cercles. 

1*". Les triangles semblables RCT, RCF donnent la pro- 
portion 

RC : KC :: ct : c'Tr....,(i). 

Supposons que la droite menée par t^ et ^ rencontre la ligne 
des centres en un point R' différent de R , et nl^enons la droite 
Ct* -, les triangles KCt , RCt" seront semblables , parce que 
rangle CVt' = Ct'f = C"Ù = Cttfz=zCtK' : de là on tire 

R'c : KC î: ct : cr :: CT îCF....(a). 

Des proportions (i) et (a) , on déduit celle-ci : 

tic : RC :rR'c : r'C, ' 

et conséquemraent 

RC ; RC — RC :: R'C :: R'C — R'C, ^ _ 

du bien. ». 

RC : ce :: R'c : cc, d'où rc = r'C, 

d'où l'on conclut ^ue le point R' est en R. , 

2^, Les cordés mn , p^q^ étant parallèles ^ ainsi que les cprdeâ 
pq et m'n\ comme notfs le prouverons plus, bas , il s'agit de 
démontrer que le quadriljitère mnn'm' est inscriptible. Or 

mm n ':::z p q n* '^ 
mnn' ;==' mpq = p'rtiri ; 

«Joutant ces égalités ^ on trouve 

rnivln' 4. mnn! = p'c[rl + /mV =: aD , 

D désignant un angle droit. Donc , etc. 
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Pour démontrer le parallélisme des cordes mV etp^, et, «■ 
même temps, celui des cordes mn ^lj/q\ nous considéreronii 
deux autres points de contact quelconques o et f , et noti3 
xûèneroDs les sécantes fioo'oH^ Kttft* ; on aura en o' ^t tf les 
points de contact correspondans aux points o et t ; et il suffira 
de prouvel: que la corde ot est parallèle à la corde o^t". Ayant 
mené les cordes Ta , ot , Tt-, TTo*, o'^t*, T'f*, comme* o et t 
»ont deux points de contact ^ on aura , d'après la première par- 
tie du théorème , cette suite dé rapports égaint ^ 

RC : KC :: RT : mv ::, Ri : fit" :: Ro : Ro*. 

Donc 

lu : Rt" :: Ro : Ro% 

et conséquemment les cordeaot et oV sont parallèles. Donc^etc. 

Problème LïL Inscrire j dam unxerele donné , trais cercles 
qui le touchent et qui se touchent entre eux^ 

Nous donnerons deux solutions dé cette question , dont la 
seconde ne suppose que Tùsage du compas. ^ 

1°. Je circonscris au cercle donné DEF, un triangle équilatéral 
* ABC ; jip ]bms le centre O de «e cerclé avec les sommets A ^ 
£ et C du triangle équilatéral , par les droites OA, OBet OC) 
et dans chacun de* triangles AOB , AOC et BOC , j'inscris un 
cercle, en divisant chaque angle çn deux parties égales. De 
cette manière on a trois cercles O'D ,. O^E et O^F inscrits dans 
le cercFe DEF, dont les rayons sont égaux, et qui se touchent 
dans les trois points G , H ,1. 

Je dis d'abord que ces trois cercles sont égaux. En effet, 
les triangles AOB, AOC etBOC sont égaux comme ayant 
tous les côtés égaux ; et il en est de mêïne des triangles AO'B , 
BO'X , AO'C ; car AB = BC =*AC ; les angles O'AB, 0"BC,. 
CXA; O'BA , 0"CB, p''AC sont égaux comme moitiés 
d'angles égaux 'j par conséquent les hauteurs O'D, 0"E, O'^F 
sont égales ^ or ces hauteurs sont les rayons des cercles O^ 
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0*,-0*'; donc ces rayons sont égaux. Je dis maintenant que 
ces cercles doivent se toucher en trois points H, G, I. Le 
cercle O", par exemple, doit toucher le cercle O' au point 
G intersecticn de O'O'* avec AO : car le cercle O* étant 
tangent en F et Q aux droites AC , AO , on a AF = AG ; 
on a de même AD == AG', G' étant le point de tangence, 
supposé différent de G ^ du cercle O' avec la droite ÀO : or, 
à cause de AF == AD, on a AG' = AG ; donc la droite AO 
touche en un même point G les cercles O' et 0'*;.donc ce 
point G est le point de tangence de ces cercles. Or, à cause 
de régalité des triangles AGO'% AGO' , l'angle AGO"^ est 
égal à l'angle AGO^ et' comme d'ailleurs chacun de ces angles 
est droit, nécessairement la ligne O'GO" est droite; consé- 
quemment le point d'attouchement G se trouve sur la ligne 
des centres O'O'. Les points H et I sont donc aussi, et 
par la même raison , ceux d'attouchement des cercles O" et 
O'', O' et O^ 

On pourrait chercher les centres et les rayons de trois autres 
cercles qui toucheraient extérieurement les trois côtés du trian- ^ 
gle équilatéral en D, £, F , et qui se toucheraient deux à 
deux. 

2°. La seconde solution est fondée sur le lemme suivant. 

Lemme. T'ont étant comme aux théorèmes XI, XII et 
XIII; si r angle RpQ est droit y que r angle /lp5=:/îp^, 
et que p5 = p/î = p-^ , ^ droite AS sera parallèle et égale 
à Pp, et on aura 

JQ ^ RQ — AS .pQ. 

1°. Si des deux angles RpQ, Rpq on soustrait les angles **SM 
égaux RpA , RpS , il restera les angles égaux ApP, Spq ; mais 
l'angle ApP est égal è, l'angle APp j donc l'angle Spq est 
égal à l'angle APq ; donc les droites AP , Sp sont parallèles; 
mais elles sont égales , par construction ; donc les deux droites 
AS| et pP sont égales et parallèles. 



a^ On a aussi RQ =Rp + pQ = Ap + p(^, etd'aprè* 
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le théorème XIII , Ay = Ap + pQ — pP . pQ ; donc 
AQ = Rq^ pf.pq 3= RQ ~ AS.pQ. 
Venons maintenant à la solution du problème; 

Construction, Dans la circonférence du cerclé donnée porteà 
le rayon AB de B en C^ de C en D, de D en £^ de E 
en J , de J en c : du centre B et du rayon BD soit décrit un 
arc qui passe par les points a,p, a\ du centre E et du même 
rayon BD , soit coupé cet arc en a et «e ; avec le même rayon 
;.i44 et des centres C et c soient décrits deux arcs qui se coupent 
en y ^ et des centres D et <f ^ deux arcs qui se coupent en v; 
des centres Y et v et avec la même ouverture de compas,^ 
soient décrits deux arcs qui passent par m et n ; des centres 
a et A et du rayon AB » soit coupée la circonférence du 
cercle donné en G et H et en g* et A ; soit porté le rajron 
AB de G en L , de H en I^ de g en /, de A en i ; soit pria 
BF=Aa, LY=IY=/y=x>=IL, Fm=Fn=Yy , Dp=D/i| 
du centre A et du rayon connu mn soit décrit le cercle 
PSRXQT > sur la circonférence duquel prenant un point ar- 
bitraire P, on portera le rayon AP de P en S , de S en R, 
de R en X y de X en Q , de Q en T ; enfin des centres P , 
Q^ R et du rzyonpn, soient décrits trois cercles qui seront 
les cercles cherchés. 

Demonstraticfh. On a trouvé (Probl. XXXVII) que Tangle 
GAa était égal à la moitié d'un droit ^ ou à ^ de la circonfé- 
rence ^ d'ailleurs Tare GL est, par construction, | de la cir-^ 
conférence ; donc arc GL-* arc GF , ou arc FL = | — 1 = ^4 
de la circonférence^ et conséquemment Tare IL en est 77; donc 
sa corde que nous désignerons par IL est , pour AB = 1 j 

IL = v/(a - y5) (*) ; 

(*) La corde d'an donzième est le double du sin i5<>, pour lequel on 
trouve ( Thc'or. et Probl. Trigonom* rect. ) — 7- ( v'3— , dont le double est 
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F/ est un diamètre (Prob. XXXYF) , ef les points G et H 
étant syméitriques par rapport à F^ alasi-que g^ et A par rap- 
port à f\ les ppint^ I et L «ont aussi symétriques par rap- 
port à F , «asi qu« i et i par rapport à/; donc Li est aussi 
un diamètre ^ ^ conséquemmeiïit le tnaogle rectai^le LJi 
donne 

Lr=fl^+Î7*, donc 4 = a— yS+ïT, 

doù Ii*;=a4-V'3 et li ^ l/(a +■ j/3). 

Les points a , I , i , B , A étant ^awategùes aw>t poiaif Q ^ A, 
S , R , p du lemme firemieï; > ^m «iira^ -d'ares ce lemme et 
ks théorèmes, 

5*= Ba%Iî.Aaî=3— v'ta + V^V^a ^ ' 

Donc rjli=: V^Ca— l/3) = IL. Par les mettes wOsdw, 
cL zzrLI , donc^d'âprès la constracti<»a ,-oIf L sera un rhombe^ 
€t on sait que pour cette figure 

cY* 4- ÏL*= 4^5*, d'où 5r*!== 40!*— nL*ift aiïl*, 

et conséquemment 

«y » IH/5?s^ l/<fi-^ 54/3 > ; 

mais les points I^ L étant paiement éloignés du point Ai^ 
les points a. Y, A seront dans la même droite (l^é9r. XI); 
donc (*) 

AY = Att — Yft sar t/û ~ |/(ff — 3V3) 



(^) Voyez la première Sectioa de mon AtgèlHW, sur r^ztraçtion des £a<» 
eiucs des quantité en partie commeinui'&bles , en partie Incommensu- 
rables. D'iailleaTs, eh Gérant an qfuarrc les ijeux nemb^ de Tëgaiitë 
%/(6 -— 3 y/\) scd i/i'-*- VI , on wtombe sur «me i^nikc. On oonstacera M 
même l'égaliié y'I-. yi=: VC^^-y^a). 
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la même démonstration s'applique à la ligne Ay. Ensuite Ir 
point ^ étant sur la ligne aa, c'est-à-^dire , sur la droite aA 
■ prolongée,' on aura Yy = aAY. Or des points Y , B , A, 
E, v, les trois premiers étant également distant des points 
C et c, sont en ligne droite, et les deux derniers étant aussi 
a des distances égales de D et J, sont en ligne droite; donc 
ces cinq points se trouvent sur les droites AB et A£, qui ne 
sont qu'une seule et même droite. 

Si on suppoâe, pour un moment, que les points m et n 
. Soient sur cette même droite , on aura 

Am = AV — Vto = a -*- |/3. 

En effet, si Ton compare les points C, c, V, B, A, E 
avec les points A, B, Q, P, p, </ (théorème XI ), en ob- 
servant que , d'après la construction , BC := CA = Ac = cB , 
CV- CÈz=Ec= cV , on aura YB = AE, d"où AY = a , et , 
par construction, Ym = BD= v^3. On trouvera de même 

An=: Av -^ VI» = 2— l/3. 

Donc 

Jjti^ Am*+ ÂF* = 7 — 4|/3 + 1=4 (a— ]/3), 

et conséquemment 

Fm == 3 1/ (a^ \r5) = aAY ==: Yy , 

ce qui résulte en effet de % construction. Ainsi le point 
m sera eri effet sur la droite YA, et le point n sur la 
droite Av, 

Puisque A7n = a — ^V^3 , on aura m7i=4 — ^V^'> or le» 
triangles. ^pY^ , vnD ayant les côtés égaux entre eux , à cause 
de BD==Di/, D/}=D7i, BpT=znv puisque V7i=:BD = B/7 ; 
d'après la construction , on aura l'angle Di/n égal à l'angle 
"DBp'j maTs rangle Dv/n, qui est- le même que l'angle Di/B, 
étant égal à l'angle DBV , on aura l'angle 'DBp=zDBv; doue 
le point p est dans la droite AE : on a ensuite Dp = D/i 
et dnzzzdp'^ comparant donc les points JD, d, A, n, p, E 
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«tnt- points A, B,: Q ,• P, p, 9 du théor. XI, on trouvera 

pE = 7iA = 3 — v^, 
d'où. 

piir=AE — 2An = 1 — 44-31/5» 21/3 —5. 

De plus, le triangle équilatlral PQR étant semblable an 
triangle équilatéral BDc^, et par conséquent aussi le triangle 
ABD étant semblable au triangle APR , on aura 

AB : BD :: a? : pr, 

c'est-à-dire, en observant que, par construction, AP=:mra^ 

1 : V^3 ::4—2\/5: pr; 

d'où on tire 

PR = 4 V^3 — G = û (2 v/3— 5) = âpn: 

Donc la ligne PR étant coupée par moitié au point k , ce 
point se trouvera sur les deux circonférences décrites ded 
points P et R , et il sera conséquemment leur point de contact. 
Qu'on ajoute ensuite à la droite AR :::= m/i = 4 — 2j/3, le 
rayon du cercle décrit du centre R, c'est-à-dire la droite 
Rr= np= 2 1/3 — 3 , et on aura 

Ar = AR + Rr = 4— 3= i=AE = AB; 

donc le cerclé décrit du centre R touchera intérie.urement 
■le cercle donné, puisque la distance des Centres AR, est 
égale à la différence des rayons Ar— Rr. 

Problème LUI. Du centre A décrire un cercle qui touche 
les trois cercles inscrits par la construction précédente, et 
dont les centres sont P , Q , R. 

On prendra une troisième proportionnelle 'aux deux droites 
AB, A/n; avec cette ligne comme rayon et du centre A, 
on décrira un cercle qui sera le cercle cherché* 

En .effet , AB étaat ■==: i , et- Am = 07» \/5, la troisième 



f 
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prc^ortionnellê sera 7— 4V^5* Si maintenant du rajoii Arsa^ 
on soustrait le diamètre qr du cercle décrit du centre R , 
lequel est = ^pn = 4 3 — 6 , on aura précisément pour diBfe- 
''ig.144. rence 7 — 41/3. Donc un cercle décrit du centre A avec 
cette troisième proportionnelle pour rayon', sera tangent au 
point q au cercle du centre^R, et conséquemment il le sera 
aux deux autres cercles. 

Problème LIY. Inscrire ^ au moyen du cqmpcLS ^ dans un 
cercle d'un rayon donné quatre cercles qui lui soient tangens, 
et qui soient tangens entre eux. 

Lemme. Si on a deux circonférences concentriques B F Ef ^ 
QRST , quon ait divisé la première en quatre parties 
égales aux points B ^ F, E) {, et qu'on eût pris arbi- 
trairement sur la seconde un point Q^ je dis cfue si, avec 
la distance BQ, comme rayon, on décrit des points F, E, 
f , comme centres , des arcs qui coupent la seconde circon^ 
férence en R, S, T, cette circonférence sera divisée en 
quatre parties égales aux points Q, R, S, T. 

En effet , les triangles QBA, FAR sont parfaitement égaux, 
comme ayant les côtés égaux chacun à chacun ; donc Fangle 
BAQ est égal à l'angle FAR ; retranchant de part et d'autre 
'igï45- l'angle commun FAQ, il restera l'angle BAF égal à l'angle QAR; 
or le premier est droit, donc le secotid sera droit ; donc l'arc QR 
est un /{uart de la circonférence. On prouvera de la mên^a 
manière, que Aacun des arcs RS^ ST et conséquemment 
TQ mesure un angle droit. Donc , etc. 

Cela posé , occupons-nous de la solution du problème. 

Construction, Portez le rayon AB de B en C , de C en D, 
de D en E •, des points B et £ comme centres , avec le rayon 
""ig. I \6. BD , décrivez des arcs qui se coupent en a ; du point B 
avec le rayon Aa, coupez la circonférence donnée enï* et/; 
du point F avec AB pour rayon , coupez la même circon- 
férence en N et O, et des points N et O avec BD pour 
rayon j décrivez deux arcs qui «e coupent en P. Du centre A 
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et dtt rayon cP, soît décrit le cercle QRSTî pnîd prenant 
arbitrairement un point Q 6ur la circonférence de ce cercle , 
avec le rayon BQ et des centres F , E , ^, coupez cette cir- 
conférence en des points R, S , T. Enfin deô centres <J , R , 
S, T et du rayon oF, soient décrite quatre cerdesqui seront 
les cercles cherchés. 

Démonstration. Comme on a (Prob. XXXVï) 

BF = FE = Ef=ifB , 
on aura aussi y d'après le lemn^e 

QR=:RS = ST = TQ; 
donc Tangle TAQ sera droit » et conséquemment 

TQ*= AT*+ AQ*= aïr! 

Ayant fait AB = 1 , on aura aussi FP = 1 ; car îl résulte 
de la construction que la droite FF prolongée va passer 
par le centre A et par le point y*; donc Tare FCN étant 
de Go*» , l'angle NFf sera de 60^ , et conséquemment son 
supplément NFP sera de iao°; d'ailleurs l'angle NPP aura 
pour mesure iNBF-riNCF = 5o*j donc l'angle PNF sera 
aussi de 3o°. Le triangle PFN étant isoscèle, on aura 
PF=FN==i^; d'où AP==a. On aura encore Aa=si/a, 
d'où ûP=AP— A£i=a — i/a, aF=:::aA — AFrsrj/û— 1/ 
d'où Ton tire, d'après la construction, 

fl . AT*= a . ûP*= TQ*= a(3— j/a)* > 
et 

TÇ = (a — l/a) {/!i = ii[/2 — a = a( v/2 — 1) z= aoF. 

Donc la distance des deux centres T et Q est égale à la 
somme des rayons des deux cercles décrits des centres T , 
Q ; donc ces cercles sont tangens. On prouverait la même 
chose à regard de deux quelconques des autres cercles. 
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Soit enauit^ r le point où la ligne AR prolongée coope le 
cercle décrit du centre R : on aura 

Ar = AR 4. Rr ?= aP + ûF ==: PP = 1 = AB 3 

'» ' 

donc le point r se trouve sur la circonférence du cercle donné. 
Donc la distance des centres A et R est égale à la différence 
des rayons ;^donc les cercles des centres R et A se touchent 
intérieurement. La même démonstration s'applique aux au* 
très cercles; 

Remarque t. 

La solution de ce problème deviendrait très - facile , 
si on écartait la condition de le résoudre avec le compas 
seulement; car, après avoir divisé la surface du cercle donnée 
par deux diamètres perpendiculaires , en quatre secteurs ^ il ^ 
ne faudrait que décrire dans chacun un cercle tangent aux 
deux côtés et à Tare de cercle qui le termine y question fa- 
cile à résoudre. On pourrait encore décrire quatre autres 
cercles qui toucheraient extérieurement le cercle donné aux 
points où celui-ci est touché par les quatre cercles^ et qui 
se toucheraient deux à deux. 

Problème LY. Du centre A décrire un cercle qui touche . 
les quatre qui résolvent le problème précédent. 

Solution, Cherchez une troisième proportionnelle aux droites 
*'ig.i46. FP, Fa, avec cette ligne prise pour rayon, et du centre A 
soit décrit un cercle ) ce sera le cercle cherché. 

Démonstration, PF étant 1 et Fa = y/a — i , la troisième 
proportionnelle sera 5 — î^^q. Or soit q le point où le rayon 
Ar coupe le cercle décrit du centre R , qr en sera le dia- 
mètre = aaF ;= fl v/î» — 2 : si de l'égalité Ar = 1 , on re- 
tranche aaF = 2 v/a — 2 , il restera Aç = 3 — 2 V^3 qui est , 
en eiFet , la troisième proportionnelle. Donc la somme des 
rayons Aq et ^R, c'est-à-dire ,2 — y/a , sera la distance des 
centres A et R=: aP = 2 — \/2. 
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Problème LVI. Décrire un cercle tangent à trois droites 
donriées qui fie soient* pas toutes parallèles. 

La solution de ce problème n'a pas de difficulté. 

' . •■.•.-• ..... 

Problème LVII. Décrire un cercle tangent à deux droites 
données et à un cercle donné. 

Ce problème présente deux cas , savoir : , ■ 

!•. Les deux cercles se touchent extérieurement. 

2**. Ils se touchent intérieurement 

1**. Soit A le cenl;re du cercle donné > et soient ZC, DB 
les droites données. Du çeptre A, abai^sops sur ces lignes lesFig.,^^^ 
perpendiculaires AZ , AD , et prenons sur leurs, prolongemens , *°- 
les parties ZX et DF égales entre elles et au rayon AK du 
cercle donné. Par les points X et F ainsi déterminés, menions 
les lignes XH, FG/ parallèles aux droites 2Ç, DB; erilîn/ 
par le problème LI , décrivons un cerclé qui passe par 
le point A, et qui soit tangent aux droites vJ^H,' PG^. 
notent H et G les points de contact , et soit E le -centre de ' 
ce cercle : je dis que si /du point E comme centre/ et'^vec 
un rayon EL = AE -^^AL , on décrit- uh terde ,. ce cercle 
sera ^mgent^ ^x droites ZC, DB. C^r^ les angtes EGZ, £BD 
60nt droits, «t les rayons £A, EH ,.£G étant égaux, ainû^ 
ffaé Ifesparties CHT, BG , il en résulte ELr=:EG = EB; ; r - , 

a*.* La construction à faire ne différera de la précédehte^ 
qu'en ce qu'il faut prendre AX = AZ — XZ et AF = ÀD pi^ , /. 
•— DF. Par ce moyen,' le cercle cherche aura * un rayon " 
ELi±=AE + AL, -d'où ÀE = EL-^At, condition ipus 
laquelle deux cercles se touchent intérieurement. 

Problème LVIIL DUcrire un cercle qui passe par un point 
donné et qui soit tangent à une droite etàiffi cercle donnés J« 
position. 

Définition. Nous appellerons cordes semblables dans deux 
cercles différens^ lo6 toutexuUntes d'arca sefid^lables^ ou qui 
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ont même nombre à^ degrés. Les angles àu centre correspond 
dans à des arcs semblables , étant égaux , il s'ensuit évidem^, 
ment que les cordes semblables sont entre elles comme leurs 
rayons. Réciproquement , si deux cordes sont entre elles comme 
lés rayons des cercles auxquels elles appartiennent , ces cordes 
sont semblables. Nous pourrons donc nêgafrdet cette propriété' 
des cordes semblables d'être proportionnelles aux rayolis » 
comme équivalente à leur définition. Ces propositions sont 
faciles à démontrer , en prenant les cercles concentriques. 

^ Lemme. I. Si deux cercles se coupent , et que par l'un des 
poiiît^ d'Intersection et par le tetitre d'un des cefàles , on 
mène une ligne droite , cette ligné hé passera point par fe 
centre du second. 

, • % 

I » • • 

Car si cette droite passait par les, centres des deux cercles^ 
les ^e^x cercles auraient une tangentje commune en leur point 
d^intersection ; ils se toucheraient donc en. ce point. 

Lemme IL Si dêu?: cercles se coupant , et que par un de% 
points d'intefsèctiQn^ on mène une droite, qui co\ipe ces deux 
cercles < les cordes déterminées seront dissemblables, 
Fig.148. £n cfFet^ sùien* A et H les centi^s- de deux cercles qui 
se (Soapent en C et en £; ttieinoiis les diamètres CHI, CAG 
de cas cercles; il suit du lemme précédent , que Tua de ces 
diamètres ne pourra pâsset parle milieu de TaUtre. P^ le point 
d'intersection C » menons d'une manière arbitraire la droite 
CBD \ je dis que les cordes CB , CD sont dissemblables. Car« 
joignons BG » DI ^, et prolongeons lep droites CG , DI jusqu'à 
leur rencontre en IL: les angles CBG> CDK étant droits > 
les triangles CBjG ^ CDK donneront 

CB : CD :: CG : ck. 

Il est donc impossible que Tori ait 

CB : CD :: cG : ci :: i cG : i ci :; ca : en. 

Réciproqaemeiit ^ ii les cordes déUtnùnàts dam deux cercles 
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par une sécante (fui leur est commune ^ sont àissûnablables ,■ 
les deux cercles se coupent» 

Car à les cerclés se touchaient, les arcsMBË, NDF se-» 
raient semblables; il en serait de même des arcs B£ DF ;; 
donc aussi les arcs MB et NP seraient semblables , ainsi que 
les cordes qui les soutendent , ce qui est contre rhjrpothèse. 

Lemme III. Si deux triangles semblables ont leurs bases 
parallèles et le sommet commun , les cercles circonscrits à ces 
triangles seront tangens l'un à tautre, et ils auront pour point 
de contact le sommet commun. 

En effet , soient ABC , ADE ces ,deux triangles ; soient O pj g^ 
et P les centres des cercles circonscrits : menons les rayons 
OD , OE; PB, PC. Les angles DOE ^ BPC étant doubles de 
Tangle BAC, sont égaux /et les triangles ODE, PBC sont sem- 
blables. On a donc 

DE : BC :: do : bp^ 

mais 

DE : BC :: ad : ab; 

doiic 

AD r ab :: ix> : bp. 

Donc les cordes AD , AB sont semblables : or, d'après le lemme 
précédent-^ le contraire aurait lieu, s'il était possible que les 
cercles se coupassent ; donc ces mêmes cercles sont tangens 
l'un à l'autre au point A. 

Cela posé , occupons-nous de la solution du problème pro- 
posé. 

1®. Si Ton veut que le cercle donné et le cercle demandé 
te touchent extérieurement, soient A le point donné, 6 le 
centre du cercle donné et PQ la droite donnée. Par le centre 
G Ton mènera la droite DGFC perpendiculaire à PQ ; en- 
•uhe ayant joint DA, l'on prendra DH quatrième propor- P'giSi. 
tionnelle aux lignes DF , DC,DA^ enfin, au moyen dit 
problème L , on décrira un cercle qui passe par les 
pointi A çt Hji et: qui soit tangent i la droite/ PQ ; je dit* 
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qa'il le sera aussi au cercle donné. En effet y soit B le point 
de contact de la droite et du cercle , joignons DB qui coupe le 
cercle donné en £ ^ menons la ligne £F . L*angle D£F étant droit , 
le quadrilatère BEFC estinscriptible (Récip. Liy. H, Prop. XI).; ; 
on a donc DC X DF = DB X DE : oc, en vertu. de notre, 
construction, DC xDE=DAxDH;doncDAxDH==riftx 
DE; donc (Récip. Liv. III, Prop. XXI) les quatre points A, 
' H ^ E , B sont sur une même circonférence. De là il suit que 
le cercle décrit et le cercle donné ont le point £ commua, 
et je dis qu'ils n*ont que ce point de commun. Car menons 
le diamètre BI du cercle décrit ^^ il sera parallèle à la droite 
DC, puisque le cercle AHEB touche PC enB; et si Ton joint 
lE , langle lEB sera droit. Donc la ligne lEF est droite ; donc.' 
les triangles EIB, EDF sont semblables; donc, en vertu du. 
lemme III, les cercles donnés et décrits sont tangens exté- 
rieurement en E. 

a**. Si Ton demande que ces deux cercrés se touchent in- 
térieurement , et que le cercle cherché soit intérieur au cercle' 
d(»Éé , ce qui reviendra à décrire un cercle tangent à un 
cercle donné et à une corde de ce cercle, la construction 
et la démonstration précédentes resteront absolument les 
mêmes. 

3**. Il en serait de même, si le cercle donné devait être in-r 
térieur au cercle décrit. 

I 

Problème LIX. Décrire un cercle tangent à une^ droite 
et à deux cercles donnés. 

Nous distinguerons trois cas, ^ . 

1°. Supposons que le cercle doive être. eîftérieur^ aux deux 
cercles donnés , soient A et B les centres de ,ces cercles , et, 
soit PQ la droite donnée. Du centre B , on abaissera la per-, 
'^.'^ ^* pendiculaire BZ sur PQ , et prenant ZX égal au rayon du 
cercle donné A, on mènera par le point X la parallèle XR 
à PQ. Ensuite du point B comme centre et avec un rayon . 
£G égal à U différence des rayona des cçrcle^ donnés, on' 
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décrira un cercle ; enfin » au moyen du troisième cas dii pro* 
blême précédent , on fera passer par le point A un cercle qui 
aoit tangent à la droite XR et au cercle du rayon BG : le 
centre E de ce cercle sera aussi celui du cercle demandé. Eu 
efiPety soient H et 6 les points de contact du cercle décrit 
a¥ec la droite XR et le* cercle du rajron BG , menons Idi 
rayons EA, EH , EG. Si du point E comme centve, et avec EL 
pour rayon, on décrit un cercle, il sera le cercle demandé: 
car, en vertu de notre construction, on a CH=:GM=AL, 
et conàéquemment EC =£M = £L : le cercle CLM touche 
donc la droite PQ en C ^ le cerde de AL en L , et à cause de 
EBi=:EG-.GB = EA — LA + BM = EM + BM, il est 
tangent «n M au cerclé de BM. 

fl®. S'il faut que le ccfrcle demandé soit tangent intérieu- 
rement à Tun des cercles et extérieurement à Tautre , la cons- 
truction sera semblable à la précédente. 'Cependant, dans ce 
cas , l'on prendra BX = BZ — AL , et l'on aura soin de dé- 
crire le' cercle BO avec un rayon égal à la somme des rayons 
des cercles proposés : ce qui donnera d'abord EA= EL— AL, 
première condition^ mais on aura toujours EB r=: EM + BM , 
ce qui exprime la seconde. Il est bien entendu que le cercle 
EH 'sera décrit conformément au premier cas du problème 
prêchent. . ^ » - 

3®. Si l'on veut que deux cercles donnés soient tangens in- 
térieurement au cercle, cherché , la construction sera exac- 
tement la même que celle du cas précédent. 

Problème LX. Décrire un cercle qui pa^se par deux point^ 
donnés , et qui soitifangent à un cercle donné,. 

Il est évident qu'il faut , pour que ce problème soit pos- 
sible , que les deux pointé donnés soient tous deux au-dehors 
. ou tous deux au-dedans* du cercle donné. Ainsi ce problème 
donne lieu à deux cas: 

* 

1^. Si les points donnés B et D sont situés au-dehors du cercle Fîg. t53. 
donné KGEI dontle centre est A> on joindra ces deux points par 
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la droite BD'i oii knènera h ligne DFAG ^ et^ après avoir pris 
DH quatrième proportionnelle aux droites DB , DF, DG^ 
oii aliénera par ce point ainsi détertniné la tangente HK) au 
cék-cle donné : enfip, ^ par le point D et par celui de contact I \ 
ta fera passer un« droite qui rencontrera le cercle donpé en 
mi point K^ tel <ij[ue le cercle décrit par les trois points K, B , 
D s^a celui demandé. 'En effet, menons là droite BK, et soit 
E.son point de ren^contre avec le cercle donné; joignons £1 ; 
(e dis que lès triangles K.EI > KBD sont semblables. Car, en vertu 
de notre construction , DB X DH = DG X DF =DK X DI ) 
donc ( Récip. tiv. III , Prop. XXI ) le ijnadrilatère BHIK 
est inscriptible : d*où il sait que l'angle^KDsIHD. Or/Ie$ 
triangles KBD , IHD ayant Tangle BDK commun , nécessaire* 
ment Tangle HID ou KIC est égal à l'angle KBD : de plus , 
les angles KIC /KEI sont égaux, comme ayant. pouf mesure 
la moitié du même ,arc Kl : donc Tangle KÊI = KBD ; donc 
les triangles KEI, KBD sont semblables, et par conséquent 
( Prob. LVIII, Lem. III) les cercles qui leur sont . circons*? 
crits, sont tangens en K. . 

ig.154. ' ^^* ^^^^^ pointsdonnéâ B etD sont au--de4aas du cercle donné 
KGEI, on prolongera la droite BD de DH, quatrième, pro- 
portionnelle à DB, DF, DG, ensorte que DBxDH==DGxDF j 
et il est facile de voir que le point H ne peut tomber qu*aa 
dehors du cercle donné ; car on a. ,, 

DG X DF = DK' X DH' : 

or si on remplacé DK' par DB <; DK', il faudra , par com- 
pensation, au facteur DH', substituer i>H'>DH'. Cela posé, 
la construction- se continuera comme ci-dessus. < ^ ^ 

Remarque, 

Comme par le point H on peut mener deux tangentes au 
cercle donné , on aura toujours deux* points tels que I, con-^ 
êéquemment deux lignes telles que DIK ^ dt deux cercles tau- 
gens passant par les points D et B» . 
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Problème LXI. Décrire un cercle qui passe par un poial 
donné et qui soit Upigent à deux cercles donnés. 

Nous donnerons deux solutions dé cette question , dont la 
première est fondée sur les deux lémmds suiyans : ' 

Lemmel. Jplta^nt donnés deux cercles , trouver sur la ligne Fig.i34« 
^ui joint leui;s centres, un point, tel qu*en menant à volonté 
par cèpoin^ une sécante commune aux deux cercles, les cordes 
interc^tée^ soient semblables. 

Ce point n'est autre que celui qui tex:miQe la tangente comr 
mune ajix deux cercles. £n effet , supposons le problème résolu ^ 
et soient ABj A!V jes cordes semblables détenninéep par AR^ 
qui rencontre en K' la ligne qiii joint les centres : il suit de là 
(Prob. LVIII , défini) que les angles ÀÔQ , A'O'B" sont égaux, 
et que les triapgresr îspscèles AOB , À^CK B sont semblables ; donc 
les rayons AO, ÀfO'^sont parallèles. Çfe\a posé, les trîàbgles 
semblables R'AO^rR'A'O' donnent une propprtio^ de la- 

quelle on déduit R'G = AdtarA^iS^^ " ^^ '•^^ "ï^* *® .pwat 
OÙ aboutit ktangei^te commune aux .deux cercles; on a aussi 

i Prob. XXXXVIII ) RO = oT Q^T- ^ AO^ A!^ \ 

Lemme IL Si du point R, déterminé daprèf hltmmèpré' 
cèdent , on mène une sécante quelconque RB^A'B^f. çf>mrinune 
aux deux cerc/efv/^ 4^ qu'on aura ÈLf ><iRC=zRB^xRA. 
Car si Ton mène les cordes BD, B'D\, il est facile de voir 
qu'elles seront parallèles. Alors les triangles semblablei ASD^ „. ^^ 



R'B'iy 


donneront ' 
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* 
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: RD 
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• donc 
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.d'en l'on tire 






, 





RD? X RC = RB' X RA. 
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Oa aura aussi 

RC X RD = RA' X RB. 

Cela posé ^ yenons à k première «olution de la question pra-^ 
posée. II peut se présenter trois cas : car , ou Ton voudra que lé 
cercle cherché enveloppe les cercles donnés, ou qu'il suit inté- 
rieur à chacun de ces cerclés , ou enfin , que Tun de ces mêmei 
cercles lui soit intérieur et l'autre extérieur. La solution est la 
même pour cts trois cas : nous nou« bornerons donc à en traî-* 
ter un, le premier, par exemple. 

Soient K et L les centres des cercles donjpés , èpît I le point 
donné. On cherchera, d'après, le lemipë.r^.siir Ta droite KL 
qui joint leis centres, un .point M tej. quVn menant pat 
ce point une sécante quelconque commune aux deux cer- 
cles , les cordes interceptées soient semblables.' On joindra MI^ 
^ig.i55. et, après avoir pris MW quatrième prop.oHibnneile aux lignes 
Ml, MD, MH, on décrira, au moyen du problème précé- 
dent « fin cercle qui.pas^e par les points N, I^ et qui soit 
tangent au cercle dont le centre est K 3 je dis que ce^ cercle 
sera pareillement tangent à celui dont le centre est^L. £n effet', 
^toit B le point de contact du cercle décrit -et dn cerde K : 
menons la droite BCFGM qui rencontre en B et C le premier 
cercle et en F et G le second. £n vertu de notre construo- 
tion, on a 

MN X -MI = MD X MH : 

• • • , • . ♦ 

or, suivant le lemme II . 

MD X MH = MB X MO ; 
donc 

MN X'MI t=^ MB X MG ; 

donc les quatre points 'B y G , N , I sont sur une même cir- 
conférence. De là il suit que le cercle décrit et le cercle L 
ont le point G commun , et if reste à' démontrer qu'ils n'ont 
que ce point commun. £n eftet , puisque les cercle^ BDC , BIN 
sont tangens en B ^ Içs cordes BC , "^Q sont semblableâ 



0-^ 
s 
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(Prob. LVlIt-, Lemme III ) ) mais il en est de même des cordes 
BC , GF, en vertu de notre construction ; donc les cordes BG > 
GF sont semblables; donc (Prop. LVIII, Lcm. II et III), 
les cei:cle8 EFG, BGÏ sont tangens en G. • 
Passons à la seconde solution. 

Soient A le point donné, OB , O'C les rayons des cercles Fîg.i56. 
donnés. Supposons, le problème résolu , «t Àoit ABC le cercle 
cherché tangent en B et G aux cercles donnés. Si Ton mène 
les droites AB£ , ACG par A; et les points de tangence B 
«t G , et la droite DBCF , les trois triangles ABC, BDE, CFG 
seront semblables (Prob. LYIII, Lem. III). Si, par les 
points £ et G , on mène les tangentes £H, GI aux cercles 
des r^ons OB , O^C, on aura 

angle AEH = angle BDE = angle BC A , 
angle AGI = angle CFG := angle ABC. 

D'où il suit, 1**. que les triangles AGI, AEH sont semblables 

au triangle ABC ; ^. que 

* 

angle ÂIG = angle ACB = angle AEH; 

qu'ainsi les tangentes GI , HE sont parallèles* Si» du point A 
on mène au^ cercles des rayons OB , OX des tangentes qa|§ 
nous désignerons par t et i ^ on aura 

<»=éABxAE I -"t?""!!' 

Si donc <on prend", à partir du point A , sur la droite AO, 
une longueur AR qui ^soit à'^AO dans le rapport de (^ 
à <^ , et que du point R , comme centre ^ avec un raypn tït 
qui soit aussi à OË dans le rapport de t'^ à t*, où ^ \AR ^^ 
AO , on décrive le cercle ml/i, c« cercle sera tangent à 'Và) 
parce que RL.efist' pjarallèle à la droite OE perpendiculaire 
â la parallèle HEà'Gl. Il suffira donc de mener une tangente 
commune aux deux cercles des rayons Ill> OX : ti^rpn j^oin^ 
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ensuite le point A ana points de tangence G et I^ les droites 

AG> AI donneront les points de cdrrtaçt cherchés C et B. 

' Problème LXII. Décrire un cercle tangent à trois cercles 
donnés, . 

é II est facile de voir que ce problème présente quatre 

cas diiférens ; car on peutdeAiander, ou que le cercle cherché 

renferme ces trois cercles donnés , ou qu*il &*en renferma 

que deux y ou qu'il n'en renferme qu'un, *ou enfin qu'il le» 

' laisse tous trois an-dehors:. 

F'giS;. Dans le premier cas , soient O, Ô', O*^ les centres des trois 
cercles donnés, OP, G'Q, O^R leurs rayons. Du point O 
c^ime centre et avec ùnrajron = OP— Ô^R, on décrira un 
cercle : on en décrira un second du point C comme centre et 
avec un rayon =0'Q — CR : ensuite, au moyen du pro- 
blème précédent,- on fera passer par G" un cercle qui soit 
tangent aux deux derniers cercles décrits. Le centre C de ce 
cerple sera évidemment celui du cercle cherché. 

La solution des trois autres cas ne présentant aupune diffi- 
culté , nous nous dispenserons de les rapporter. 

Nous allons résoudre autrement le même problème. 

Lemme V. ZjB sinus de tout angle inscrit dans un cercle 
quelconque , est égal à la corde sur laquelle il est appuyé ^ 
divisée par le diamètre. 

Kig. i58. Sur iTiypoténuse BC dtt triangle BAC rectangle en A , soit dé- 
crite une- circonférence v elle passera par" A, Sï Ton fait le 
diamètre BC = i , le côté AB devient le sinus de Tangle ACB : 
car si^ du centre G ^ on mène à AC la parallèle OH , H sera le 
xnilieu de AB : donc en observant que pour passer du sinus 
pour le rayon i au sinus BH du même angle pour le rayon 
BO , îl But diviser BH par iBG , on aura 



^ I 



• «k^%« . «^^^ BH AB, ..— 

Siii BOH , ou sm BCA= 57:^== 57^ = AB ; 

on aura anesi sin AFB = AB. Or dans difFérens cercles^ les 



/ 
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cordes des arcs d'un itiênie nombre de de^és^ sont proportion-^ 
nelles aux diamètres ; donc ^ etc. 

Lemme II. Dans un quadrilatère qui a deux angles droits 
aux extrémités d'une même diagonale, cette diagonale est 
égale à l'autre multipliée par le sinus de l'angle opposé à la. 
première. 

' Les angles en F et G étant droits, la, circonférence décrite 
«tir AD comme diamètre^ passera par lés quatre somttets^ 
et on aura , d*après le lemme précédent , • 

• * * * 

"PC* 
«inFAG=!^, d*où FG=Àt>'.smFAG. - 'Fig iSg. 

AU ) 

Opciipons-noiis de la solution ds pr^èmi». 

Soient A, B^ C les centres des cercles donnés , X ceTui 
du cercle clierçlié, . JP'ormons le tritogle ABC fit Joignons X rig. ï6o. 
aux centres A, B^ C;du même point X menonai sur AB| 
AC les perpendiculaires XE^ XF^ 0t menons la^nj^gonale £F. . 

Si Ton conçoit sur BX/ comme diamètre^ une circonfé- 
rence , elle passera par l^^oints £^ F ^ et <i*aprèisle lemme li,- 
on aura 

EF==. BX sîhÂBC; 

et^ après âyotr 'éleyé w quarré. 

Dans le triangle v^^^ on a 

iF*= EB 4- ^*— ûEB.BF.cfjp^Ba 

C^a.posé^ soient. OP. le rayon de la circonférence ^p|ierchée, 
Ay B^ C lès rayons des circonférences qù! ont l eur s c^eatres 
en A , B ; C ; a , & , c les "côtés du triangle ABC , respecti- 
yement opposés aux angles A^^B, C^ et enfiptmtt nU ù^ 
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nus et le cosinus de l'angle connu ABC. L'équation résultante 

de régalité des deux valeurs de. £F deviendra 

(B+x)»m» = EB*+ BF* — aEB.BF.n, 

«et on remarquera qu'en remplaçant BX^ qui est la distance 
des c&tres B et X , par la somme des rayons B -f> ^ j on dit 
que les cercles B et X- se touchent^ Traduisons £B et BF. 
Les triangles rectangles B£X^ EAX donnent 



BE*+ EX'= BX*I ,, . f ^=7» ;rr» ;r;r» rr» 
i^ a A d'où ^ BE — EA = BX — AX ; 

EA + EX = AX j . ( 

écrivant pour AE sa valeur AB — BE = c — EB , et pour 
AX sa valeur A^^x, qui exprime que les cercles A et X tt 
touchent^ on trouve 

aÇB.c— iî*œB*— A»+a(B— A)x, 

c'est-à-dire, 

ÉB _ B^~A^ + c> + g(B-^A )a?^ 

on. obtiendrait de la même manière, 

BF = B^-C^+Q^ + a(B-C)a? 

aa * 

et dans cette évaluation de BF , on introduit, par la substi- 
tution de G-f-x pour CX,la condition que les cercles C 
et X se touchent. Reportant ces valeprf de EB et BF dans 
l'équation trouvée ci-dessus, on a celle-ci : 

• /B* — C».f o»-t-3(B^C)ai \* 

\ a«. . . / 

_ {B«-A»-Hç'+a(B-A)x }(B'-g+o'+fl(B-C)x) 

•^ 71 ' ^n i * ■■■ ■■■■! . 1 r im u p«J— »— ^■— —— >i— ^— ^— a^ 

SMC 

I t • • • • . , 

. . f ■ ■ 

qui ne monte qu'an second degré. 
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Si les cercles touchés ont tous trois même rayon , ou si 
A = B = C y l'équation précédente se change dans celle-ci : 

fyti^sf^ + 8B/ii»x + 4m*B* + anoc— tf' — c»z=o, 

laquelle étant résolue^ donne \ 



i/^ 



fyv^ am 

d*où on tire, ea prenant le signe supérieur ^ 



m = 



fl(a: + B)* 



En effet, si du centre X on mène une perpendiculaire Xr 
à AG, cette perpendiculaire divisera AC en deux parties 
égales en x^ et on aura, d'après le lemme I*% 

smxAC = 



XC fl(a?+*)* 

ainsi du centre G avec un rayon x-l-Bc=:—: on décrira 

un arc qui coupera la perpendiculaire en un point Xj lequel «era 
le centre du cercle cherché. 

Bemarque. 

Sur ce problème et les précédens^ on peut consulter 
V Arithmétique universelle de Newton, an titre : De la manière 
de mettre les questions de Géométrie en équation^ 

Théorème XXIII. i^oî^ ABC un triangle quelconque inscrit 
dans un cercle : si par chacun des sommets on mène une Iig,i6v 
tangente prolongée jusqu'à la rencontre des côtés opposés en 
a, b ^ c, les trois points a, h, c seront en ligne droite* 

ÏEn effets le triangle ABa donne 

AB ; Ba.:; sinJ^qB ; sinBAa, 



A 
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et lé triangle ACa donne 

Ca : AC :: sin CAû : sin AaC : • 

multipKant ces deux proportions par ordre , et observant que 
sin AaB = sin AaC , sin B Aa == sin ACB = sin C « sin G Aa 
=: sin ABC = sin B , on aura 

AB . Oa : Ba • AC :: «nB :^ hrC^. 

On trouvera de la même manière 

CA -"Bc : CB . Ac :: sin a : sînB, 
et BC • Ai : BA . Cb V. sin C : sin A. 

Multipliant ces trois proportions , et supprimant les facteurs 
communs y ob aura .entre les ai;^ s^mens des côtés A, B^ C, 
la relation suivante 

, Ai . Cû . Bc = Ac . Ba . Ci , 

laquelle y d'après lé théorème XIY^ ne peut avoir lien, sans 
que les trois poi&ts a^b, c ne soient en ligne droite. On re- 
marquera qu'ici la transver'sale cba tombe au-dehors du triangle 
DAC , ;et qu'elle est^^alogue à Vç'q du théorème que nou3 
venops de .citer. 
rig.162. Théorème XXIV. Soit le quadrilatère inscrit ABCD ^si 
l'on prolonge les côtés opposés jiB , CD jusqu'à leur rert^ 
contre en m, y les autres côtés opposés AD , BC jusqu'à leur 
rencontre en n , et qu'on mène par les extrémités des diagonales 
ACy BDy Us tangentes Ap et Cp , Bq et Dqp les quatre 
points m^ n, p et iq ^nt en ligne droite. 

Je dis d'abord que ks trois points m jn ,.p sont en ligne 
droite. En effet 



le triangle AmD 
le» triangle BmC 
le triatigle ACp 
le triangle Arp 
le triangle CDn 
le triangle Cm 




AD iDm II sin AmD C isinDAm 
Cm . : >BG : : . sin CBm C sia.BmC 

AC J-: Çp :: 5in ApC r-sin^CAp 

rp : Ar :: -sin rAp c.si» Apr 

D/i : CD :: sin BCn Vsin b/iC 

€r ï ni:: sin Cnr l sin nCr, 
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Multipliant toutes ces proportions , et observant^ pour réduire^ 
qu'on a 

tin AmD=8inBmC; «in AfiC=iih Apr;6inCFir = aînDiiC; 
sin DCt» = sinDAm; sin CBm es sin CAp; 

que de plus 

AD:BD:8inDBA:8inBAD, BC:BD:;ttnBDC:rinBCD; 

d'où 

AD . sin BAD _ BC . sin BCD 

sin DBA ~ ânBDC ' 

et cons^nemment 

AD : BC :: sin DBA : amBDC :; sin rAp : sin nCr, 

on trouvera 

AÇ . Cr . Cm . rp . Du = CD . Ar . Dm .Cp .rn (A). 

Mais 

AC : CD :: sin ADC : sin CAD 

Cr : Ar :: sm CAD : sin ACr j 

donc puisque sin ACr =ssin ADC^ Tua de ces angles étant 
supplémentaire de Tautre ^ on a 

AC.Cr=CD,Ar: 

diyisant l'équatfon (A) par celle-ci , il restera 

■ , . ■ ■ _ . 

Cm « rp • Dii s= Dm • Cp .»77^* ^ • , . 

équation entre les segmens des triangles GDr/ laquelle i e» 
Ycartu du tliéorème XIY , ne peut àroir lieu sans que les 
trois points m , i» ^ p ne «oient en ligne droite. 

Puisque le point de Côticours des tangentes qui passent par 
les extrémités A et C de la diagonale AC , se trouve sur la 
droite mn , lé poii^t de concours des tangentes i^i passent par, 
les extrémités B et D de l'aupre di^^defD. doit /par la 
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même rsAsen ,'. se trouver aussi sur cette droite nin» X^nc leflf 
quatre points m ^n^p y q sont placés sur une même droite. ^ 

Ce. théorème et le précgdent sont eniDoré dus à M, Carnoi j 
aous les avons tirés d*un excellent ouvrage ayant pour titre : 
Mémoire sur la relation qui existe entre les distances reS'- 
pectives de cinq points quelconques , pris dans l'espace; suii^i 
d^un Essai sur la Théorie des' Transversales, 

Théorème XXV. Soient A ^ B , C les centres de trois çef'-^ 
clés tracés dans un meTne plan / conces/ans 'qu'on mène des 
droites qui touchent ces cercles deux à deux extérieurement , 
fig^i63. ^j soient a, b,*c les points où ces tangentes coupent lés lignes 
des centres prolongées ^ c'est-à-dire que a soit le point oii la 
ligne des centres BC est rencontrée' par la tangente extérieure 
aux cercles B et C, et ainsi des autres ; les trois points a , 
h, c se trouveront nécessairement en ligne droite. 

En désignant par À/ B et C les rayons des cercles dont 
les centres sont A^ B^ C^ on a la proportion 

, . A :. B :: Ac : Bc , 
: B :'c :: Ba : Ca, 
C : A :: cb : Abi 

multipliant ces trois proportions et réduisant^ on trouve 

A& . Ca . Bc = Ac . Ba . C& ; 

relation qui ne peut avoir lieu , d'après le théorème XIV , sans 
que les trois points ne soient en ligne droite. 

Théorème XXVI. Soient les tangentes intérieures TT ^ tt', 
tt' , et soient h\ el^ d les points dans lesquels elles coupent 
respectivement les lignes des centres: -. , 

ii«.i63. **• ^^^ ^^^^ transversales jisL, Bh', Ce' se coupent en un 
même point D, 

a*. Les points b'a'c ; cVb; c'b'a soiit en ligne droite. 

l^ En 'désignant par A, B, C les rayons des cercles dont 
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ki centres sont A , B ^ C , on a les proportionf 

A : B :: Ac' : Bc', 
B : c :: Ba' : Ca', 
c : A :: cy : Ab\ 

|l^t]lttpliant ces trois proportions et réduisant^ on obtient 
celles-^ci : 

Ac'. Bû'. Cy = Ai', Bc\ GoT, 

èfe qui prouve (Théor. XV) que si Ton mène les trois trans- 
Tersalës Aa% Bb\ Ci/»' elles se croiseront toutes en un même 
point D. 

,^«. On a ^c 

A : B :: Ac î $c; 
' A : B :: A(/: Bc^, 

d'où résulte la proportion 

Ac : Bc :: AcT : BcT. 

. :, Ocon a vu (ThéoTi XVIII) xpie si D est le point de con- Fig.164. 
cours de trois droites Aa\ Bb\ Ccf, menées des sommets A,. 
B, C d'un triangle. ABC aux côtés opposés , la ligne iV pro- 
longée jusqu'à la rencontre du côté opposé AB , la coupera 
en un point c qui doit donner entre les segmens Ac , Bc, A(f^ 
"bif la proportion précédente. En effet , Itf triangle ÀDB est 
l^ànalôguè du triangle PCG (Théor. XVIII) , ACBranalogue 
de FAG , la ligne Ac'Bc celle de GAFA , et b'atc celle de 
DBA. 

•: SlensT mon Traité d'Analyse géométrique^ j'ai résolu autre- 
ment ces questions. 

Théorème XXVil. Soit un demi^cerdeAB ,soit C un point 
jft^lçonque de son diamè^e; construisons sur les segmens AC , 
jÇB les deux dendr-cercles AGC^ CMB; du point C élevons 
<?/} perpendiculak9 sur AB ^ et décrivons des cercles GFE, Fig.xISS. 
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MLN qui touchent de part et Jouira cette perpemKculairB 
et les arcs des demi-cercles j je disque ces deux cercles seront 
égaux entre eux. 

Lemme. Les deux cercles AEB , CED se touchant en E , 
s! ron mène le diamètre CD parallèle à AB ^ et qu* on joigne 
tes points B et D et le point de contact E , la ligne BD^É 
sera droite. : » . 

La figure offre deux cas. % 

iG6. ^^^ ^ ** ^ étant les centres des cercles , la ligne FG ira a»^ 
• pomt de contact E ; soit DH par,^Ièle à ^F : on aura .. 

HFr= GD = GE; 

d'ailleurs FR= FE ; donc HB = FG. .Maïs EGto ==i EtB ; 
donc EGD = DHB'y donc £DG ^ PB^. Si à chacun de ces 
angles, on ajoute GDB/on aura 



EDG + GDB == DBF + GDB: 



1 î>* 



• % • 



or la , somme DBF + GDB valant un angle droit, il en est 
Ide même de la somme EDG -f* ^^^ '> ^^^c la ligne Ët)B 
est droite. 

66*. fl^ Les diamètres DC, AB étant toujours parallèies , ï^ 
droite menée paf les centres G et F^ passe par le point de 
contact E , et on a l'angle DGE=; EFB ; d'ailleurs , à causeNdes 
triangles isoscèles DGE , EFB ^l'angle GDE ^ DEG =c 
FEB = FBE; donc ' 

DEG + BEG = FEB -f- BEG. "' 

'Mais FEB -|-B£G = sangles droits,- donc il en est de iftéme 
de DEG + BEG ; donc BED est une ligne droit0- ' • • 

Passons à la dénKînatration duthé<H'ètte. 

Supposons que le cercle FGE touché la perpendiculaire 
CD en E , la grande demi- circonférence en F, et la môyehne 
en G; le diamètre HE sera parallèle à AB; joignons )^H^ 
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HA ; la ligne AF sera droite ( Lem. ) , et les droites AF , 
CE se rencontreront en D. Joignons aussi F£^ £B ; la ligne 
F£B sera droite , parce que Tangle AEB ayant pour mesure 
la moitié de la demi-circonférence plus la moitié de l'arc 
FI , et Fangle AEF ayant pour mesure la moitié de l'arc AF 
plus la moitié de l'arc INB^ il s'ensuit que les angles AEF et 
AEB valent deux angles droits. Cette droite BEF sera per^ 
pendiculaire sur AD en F. Menons HG, GC; la ligne HC 
sera droite (Lemme. ). Joignons £G, GA, la ligne EGiJi. 
sera droite ; prolongeons cette droite vers I^ et tironâBI; 
la droite BI sera perpendiculaire sur AI^ et elle ira passer 
par D.En effet , DC ,BF étant deux perpendiculaires abaissées 
des angles,9.,et;P sur les côtés opposés^ et AEI une perpen- 
diculaire ab^éj3 du troisième angle sur BI^ la ligne BID (]oit 
être le troisièn^e qôté du triangle (Recueil, de Théor, et Prob., 
Théor. III). Mais les deux angles AGG, AIB étant droits^ 
les droites DB et HC sont^ parallèles , -et on a 

AD : DH :: Afi : éc. 

D'ailleurs les droites AC^ HE sont parallèles ; dpnc ' 

AD : DH :: ac. : he. 

, - ■ • 

De ces deux prbporbons on déduit celle-ci : 

AB : BC :: ac : he; 

1 * . . ' 

«t conséquemmçnt 

AC X CB = AB X HE. 
On démontrera de la même manière que 

AC X CB = AB X LK , 

» « 

LK étant le diamètre du cercle LMN tangent en N M et 
L aux deux circonférences et à la droite DC. Donc les dia- 
mètres des cercles FHQE et LMKN sont égaux. 
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Remarque» 

On pourrait se proposer d'assigner les centres et le rayon 
de ces cercles tangens. 

Questions à résoudre. 

Nous invitons les élèves à s'exercer sur les énoncés suîvans 
qui appartiennent à la Partie précédente de ce Recueil. 

Problème. Trois droites étant données de position dans un 
plan , tracisr une transversale qui soit coupée par ces droites , 
en deux parties ^ dtuis un rapport donné. 

Problème. Quatre droites étant données de position doAs 
un plan , tracer une transversale qu'elles divisent en trois 
parties qui soient entre elles comme trois lignes données. 

Problème. Trois droites étant données de position dans un 
plan , trouver le point d'où menant trois perpendiculaires à 
à ces droites , ces perpendiculaires soient entre elles comme 
trois lignes données. 

Problème. Inscrire dans un cercle donné et lui circonscrire 
un triangle d'un contour déterminé, 
Fig.167. Théorème. Soient un demi -cercle A MB et une sécante 
quelconque DE ; si des points A et B^ on lui mène deux 
perpendiculaires AD , BE, le segment DF sera égala QE. 
Fig.167. Théorème. Soient un demi-cercle AMB et une ligne KL 
qui le touche en T; si des poinU A et B on lui mène deux 
perpendiculaires AK^ BH, la ligne TK sera égale à TH. 
Fig.i68. Théorème. Soient deux demicercles ABC , DEF, et soient 
AD = CF ; si du point C on mène une sécante quelconque 
CGEB^ et du même point une tangente CTK , on aura 
1«. CG = EB; 2°. CTzz:: TK. 

rig.169. Théorème. Soient deux cercles ABCA^DEFD,et ADzzzFC; 

si par F on mène une sécante quelconque SEFG , 'on 

aura BE= FG. 
Fîgi^o. Théorème. Soient deux demi ^cercles ABC , DEF et 
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PG:=iAD;si par C on mène une sécante quelconque CKEB, 
et une tangente CTM, et par G deux perpendiculaires ,' tune. 
Gff à la sécante^ 'et t autre GL àM tangente , on aura, 
1°. BE=,KH;Q\Mgr=TL. . , . 

ProUéme. Un demi-cercle étant donné, et un point D '*8-*7«» 
sûf- sbn dimnètre \ faire passer par D un demi^cercle DTF 
tety que ^i du pùint C on lui mène une, tangente CTB^ xin 
t»tBT=AD. 

Tkéorème. Soient deux demi^cerdes ABC , DÊF et Fig.171; 
AG = CD ; si par F on mène une sécante quelconque FB , 
et une tangente FT , et du point G deux perpendiculaires , 
tuneGH à la séçùntfi, l'autre GK à.la tmgente , on aura 
i\HB=KE;a^. KT=TL. 

Théorème. Soient deux cercles qui se touchent au point Fîg.i7a. 
A , soit décrit un autre cercle qui touche l'un d'eux en B, 
et qui coupe l'autre dans les points C et" D Y si des points C 
et D on mène deux droites à l'un quelconque des points de _ 
la circonférence. AEBF y le plus grand de ces angles sera 
l'angle CAD, et le plus petit sera l^angle CBDÀ 

Problème. Etant donné un point B sur la circonférence Fig.173. 
dun cercle y trouver dkux autres points L^t M , tels , que le 
triangle BLM soit équilatéral , et qu'il touche le cercle par la 
côté LM y dans le milieu E de ce côté. 

Problème. Étant donné un triangle ABC et deux circon^ 
férences concentriques, construire un triùsngle A 0C , qui ait 
deux de ses sommets. A' et sur la grande circonférence, 
et le troisième C sur la petite, et qui soUé^uidngîe au triangle ' 
donné. ' 

Problème. Ètjunt données deux circofféréntes Cet Ù qui se 
cçupeni en E et F, puis un point A surC et Un point B sur O, 
mener la corde AH dans la circonférence Clët tU corde BD dans • 
la circonférence C, sous la condition' que les extrémités H » 
et D de ces cordéi 'soient sur une même- autrp, circonférence ^ 
et qii elles se coupent ious un angh d/onn4^ , 

II 



JDes Férimètres et des Aires de quelque^ Polygones 
' réguliers. Quadrature de quelque^ espaces, linti* 
tés par des arcs de cercle et des droites. \ ' 
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Fig.174. Théorème XXVIII. Le côté du triangle équilatëral cir^ 
conscrit, est égal sAv^^ R étant le rayon du cercle inscrit. 

Lq triangle FQR dans lecpel I*angle FQR est divisé en deux 
parties égales par QE , donné ( Géom.^ Lir* Itl ', Prop. XXXI , 
Thépr, ). 

^ . QF as FO . OR -f QÔ* 

l* tri^Dj^ FPR <lonne par la même raiton , 

PR .PF = FO . OR + PÔ.* 

Ajoiiftant^ea deux égalités » il vient celle-ci, 

PR . PQ =: aFO . OR + âOQ*, 

ou • 

^*= liFÔ*+ 8FÔ*, 
«n observant que OR -ssi^FQ ; donq 

QR*5= uaS*, d'où Qa = R/Ifl. 

Cette proposition a déjà été démontrée , Théorème II^CoroL 
de ce Recueil. 

Théorème XXIX. La troisième proportionnelle aux péri^^ 
Tnètrm du triangle équilatëral et du quarré circonscrits à un 
cercle , est ^8f*ie à ki troisième proportionnelle aux périmètres 
du triangle équilatëral et du quarré inscrits à ce même cercle^ 

En effet, désignons par R le rayon du cercle ; le côté dn, 
triangle équilatéral'cirçonsçrit sera^ d*Après le théorème pré^ 
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cèdent, Rv/i^ ou àR\/5 ; donc le périmètre du triangle 
équilatéral circonscrit sera fiRv/3. Le périmètre du qnarré cir- 
conscrit est évidemment 8R : donc la troisième proportion* 

SaR 
nelle à ces deux périmètres , est ^tt»* Or ( Géom, ; Liv. FV, 

Prop. ly y Schol, ) le côté du triangle équilatéral . inscrit 
étant RyZ , le périmètre de ce triangle est par consé- 
quent 3RV/3; d'ailleurs (Géom. , Liv. IV, Prop. lïl , 
Schol. ) le côté du quarré inscrit étant Rv/fl , son périmètre 
Sera 4RV^3> donc la troisième proportionnelle à ces iéux 

périmètres^ est çry^» Ces deux troisièmes proportionnelles sont 

les mêmes. Donc ^ etci 

' Théorème XXX. Vcôtb troisième proportionnelle 'atkc 
aires du triangle équilatéral et du quarré circonscrits à un 
cercle, est égale à Faire troisième proportionnelle aux aireê 
du triangle équilatéral et du quarré inscrits à ce cerde. 

Car le côté du triangle équilatéral circonscrit étant , d'après 

le théorème précédent , aR^3 , et sa hauteur 3R; son aire 

sera 3R*V^ ; Taire du quarré circonscrit sera 4R^ : la 

1 6R* 
troisième proportionnelle à ces deux aires est =--=. Orle 

côté du triangle équilatéral inscrit ^ étant RYS , et la hau- 
teur I R ( Géom. , Liv. IV , Prop. IV , Sch. , et Liv« I > 
Prop. XXXII) l'aire sera | R'v/3; pareillement Tm^ dm 
quarré inscrit est aR^, et l'aire troisième proportionnelle à 

ces deux aires , est encore çryçtl donc, etc. 



» - 



Théorème XXXI. L'aire troisième proportionnelle à cètms 
de l'hexagone et de l'octogone inscrits , est égale *à tmrê 
troisième proportionnelle^ à celles du, triangle équilatéral et du 
tpiarré inscrits , et cpnséquemment aux aij^ iu triangle équir 
latéral et du quarré circonscrits. 
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Car Taire de Thexagone inscrit sera !-— « celle de Tocto- 

gone sera flR*t/â(Liv. IV , Prop. XIII) ; la troisième pro- 

portioimelle à ces deux aires, est =-^ , qui est celle que nont 

ayons trouvée dans le théorème précédent. 

Théorème XXXII. L'aire du dodécagone inscrit, est égplm 
à trois fois le quarré du rayon. 

Car' l'aire de Fhéxagone circonscrit est donnée par la for- 
mula 

aAXB 



B'=: 



A+A- 



7» 



0Ù A , B aoDt les aires des triangles équilatéraux inscrit et 
ciroODScrit, et A' Taire de Thexagone inscrit. Or A=|R*V^3^ 

^ _ !RV5 X 5RV 3 _ 6R' „.. ^ 

^-^ — p^P ps-^**^' 

aire de Thexagone circonscrit. L*aire du dodécagone inscrit 
sera donnée par 

friiiL «t B «ont les aires des hexagones inscrit et circonscrit, 
•oKirt» que 

A' = p/^3^ ^ ^j^.^g _ gj^. 

pCfUCf etc. _ 

Corollaire. Le côté du triangle équilatéral , étant "R ^ , soa 
<quarré sera 3R' ) G'est«i<-dire ^ égal à Taire du dodécagone 
jinscrit. 
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, Remarque. 

Parmi les polygones inscrits , le qoarré et le décagone sont 
les seuls dont les aires soient au quarré du rayon dans le rap- 
port de deux no^ibres entiers ; et parmi les polygones cir- 
conscrits/ le quarré est le seul dont Taire jouisse de cett« 
propriété. 

Théorème XXXIII. Le quarré du côté du pentagone régU" 
lier inscrit dans un cercle, est égal au quarré du côté dé 
thexagone , plus au quarré du décagone. 

Soit O le centre du cercle circonscrit â ces trois poIygone8«Fîg.T75* 
réguliers. Soit AB le côté du pentagone : si nous abaissons sur 
ce côté le rayon perpendiculaire OC . BC sera le côté du 

décagone , et il faudra prouver que AB :s BC + AO. A cet 
effet y abaissons du centre O une perpendiculaire Ob sur BC , 
jbignons CI : les triangles BCI^ ABC sont semblables*, parce 
que le point I étant également éloigné dés points B et C» 
le triangle CIB est isoscèle comme le triangle ABC; et d'ail- 
leurs Taçgle en B est commun : ces triangjies donnent donc 

Bi : BC :: bc : ba» 

d'où l'on tire 

ABXBI=:BC*....(1>. 

Les triangles AOB , AOI sont aussi semblables , palace qov 
l'angle AOB a pour mesure ^ tf^tf étant la circoiiiférence 
Tangle AIO a pour mesure 

AKN;+ BN _ N^ACN— AC _ j^r— ^y , 
a a a *^ 

et que d'ailleurs l'angle BAO est commun ; done 

AB : AO :: AO : Ai^ 
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d*où résulte 

AB X AI =:ÂO .*.... (li). 

Ea ajoutant membre à membre les égalités (i) et (9) » on 
trouve 

i5!=BçVÂ5! 

Npus crojoiis ne devoir pas terminer cet article^ sans parler 
de quelcjaes espaces nii^lignes 00 curvilignes ayant des aires 
équivalentes à celles d'autres espaces terminés par des lignes 
droites. Il ne faut pas chercher , dans ce que nous aUons dire , 
^ une méthode analogue à la méthode des quadratures : tout se' 
réduit ici à ajouter à une aire des «res égales ^ ou à lui ajouter 
et i en retrancher la même aire. 
Nous parlerons d-'d^ord des LunuUes d'Hyppocratede Chiom 

Tb.éor. XXXIV. Si sur les trois côtés d^un triangle ABC 
içctangle en A^ on décrit des denUrcirconférences BnmCy CMA, < 
'BNA , on aura aire CmAM + aire BnAN z=z aire BAC. 

Fig.176. Les aires des demi-cercles étant comme les quarrés des 
diamètres y on a 

CmnBC : CMAC : BNÀB :: BC : CA : BA*, 
d oA 

CmnBC : CMAC + BNAB :: BC*: 01*+ BÂ*; 

donc, à. cause de BC = CA -f- BA , on aura 

CmnBC = CMaC + BNAB. 

Si de part et d*autre on retranche la somme des aires nûxti- 

lignes CmA y BnA , il restera 

aire CAB = aire CMA771 -(- aire BNAn. 
DonC| etc. 

Remarque. 

Il est facile de const^^e des lunulles liutres que celles 
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d'H}rppocrate , et dont on puitoe assigner rigbnreuèêment le$ 
aires 'f mais nous ne nous arrêterons pas à ces recherches. 

Théorème XXXV. Si deux cercles de rayons égaux se 
eoupent en A et Bj ^t que de Vun dps points d'intersection j4, 
on mène une ligne AC qui coupe tare intérieur en E\ et 
Vàre extérieur en C; Paire mixtiUgiie JSmBaCE sera égak Fis 177. 
à celle du triangle EBC, . 

II suint de démontrer qne la corde BC est égale à la corde 
BE , parce qu'il s'ensuit que le segment B/iCB est égal au seg-* 
ment BmEB, et qu*en ajoutant à ces^segmens éganx Tespact 
mixtiligne EmBC , on aura 

EmBnÇ = 'E8&. 

Qr .l'Arc BmA =:= BpA ; donc l'angle BEC qui a pour mesure 
la moitié de la spiphie dès arcs BmE bt EA'oii de 1 are BmA , 
est égal à Tanglé ÎBC A qui a pouf tnéèûifé la moitié âb TàiigTë 
BpA : dbac la cdidîs BE est égale & là corde BC 

Si la droite JLB est tâàgèntë èii A è V-are AEB, ïàbm 
ÀEmB/iCDA sera é^àîë'â beÔè du tHah^^ ABD. 

Théorème XXXVI. Si deux cercles . de même rc^bn sli 
touchent en C y et que par le point de contact, on fasse passer 
un troisième cerèlè <2e yiiêtne rctypn^ taire. AFCEDNBMA fi^.i^^. 
:=iaireABDC. 

Menons la -tangente CB au point de tangence M deâ cercles t 
on vient de voir que Faire CFAMBC = aire CAB , et que 
l'aire CEDNBC = aire tn)B. Donc, etc. 

Division des Surfacéi, 

Problème LXIII. Diviser le pentagone ïrrégulier ABCDE Fig.17». 
en trois parties équivalentes par des li^es tirées du point Or 
donné sur le côté CD. ' « 

Faisant la surface du pentagone =A, celle du trianglo 
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EODsbB, EN=x, mUssjf^ o9..fafta 



• -j. 



«iretON + B = fÀ; 
d'où «reEDNsfÀ — B,' 

, • . . . y *s: . . . 

• •■ • ■ X ■ '^ V • . .. 

1 ■ ■ * 

On tiré de li , aprt^ avoir abcÛBté la perp^ndicttlake OH à BAj^ 



') 



'■«==-^ 









Le pcnnt M sera-donné par- 

^-^ïA — B ' 
^ ~ iOH • 

Problème LXlV* Diviser la surface du pentagohe ABCDB 
en trois portions équivalentes par des lignes tir é^ de, f angle p^ 

Soientsurf. ADÈ^A', ABCD=C,:ABCDE=D, DB une 

'^'* ' perpéndiciilaire âîb^jssée ây point D sur le xÀté AB ; lorsque A 
sera moindre 'qu« ie ti^s ,de D^ la lignes DM tombera à la 
gauche de ÀD , et on aura^ pour déterminer AM = ar, 
réquation ^ 

da laquelle on tire • . > 

C — flA 



, /Ç— aA\ 



Soit AN = a/ ; on aura l'équation • 

DÎT 

laquelle donne 

• / aC-A N 
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^ On examinera encore les différens cas dané lesquels les. 
lignes DM et DN doivent tomber à gauche et à droite des 
diagonales DA et DB. 

Problème LXV. Diviser la surface du pentagone ABCDE 
pn trois portions équivalentes par des lignes tirées des points 
O et P donnés sur le côté CD. 

Des points donnés O et P soient abaissées des perpendicu- Fig i9i* 
iaires OH et PH' sur le côté AB; faisant AEDO = A , 
«uriF. BCP = B, ABCO = C , ABPDE =: D , on aura, pour 
déterminer AM zxzx et B^=zaf, les équations 

PH' 

On tire de la première 

et de la seconde 

D — aB 






Problème LXVI. Diviser la surface du pentagone j*JÏC2>J&Fig.ite 

en deux pùrtioris qui soient entre elles dans le rapport de m 
à liy avec cette condition que la ligne de division parte du 
sommet dHun des angles, j. 

Soient surf. AED = A, ABCD = C , ABCDE = ÏE ; DH 

étant perpendiculaire sur le côté AB, on aura, pour déter-* 
miner AM z=x, l'équation 

DH 

A H X : A + C :: m: m + n^ 

, a. • ' 

de laquelle on tire 

m A + C A 



X = 



mi-n' iDH ^DH* 
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Problème LXVII. Diviser un polygone quelconque eH un 
certain nombre de parties équivalentes par des listes parai* 
lèles à un des côtes du périmètre. 

f1g.i83. Soit le polygone A6CDEIF == A i diviser en quatre parties 
égales par des lignes parallèles au côté AB ; on tirera undk 
ligne K'G' ^ ensorte que la surfaàe résultante ABK'G^ paraisse 
' = 3 A ; puis calculant ABK^G' que nous représenterons par 
B'^ on connaîtra le ràppôit dé cette surface à la surface en** . 
tière. Supposons que la coxistruction ait donné 

' B'<iA, ■ • 

il faudra ajouter à B' une petite surface G'GKK'. Soit LH' 
la hauteur du trapèze B'; le problème se réduit donc à trou- 
ver sur le ^prolongement de LH' le point H par lequel doit 
passer la ligne GK ; on a pour cela la proportion 

B' : i A :: (AB + g'k') lh" : (ab 4. gk)LH. 

Mais lorsque B' diffère trèfl-péo de ^ A, la droite G'K' est 
sensiblement égale à GK (*) , les deux terihes du demiev 
rapport prennent un facteur cdmmun , et la proportion devient 

B' : i A :: lh' : lh ; 

d'où l'on tire 

LH = LH'X -4; 

équation dans laquelle on connaît B^ , A et la hauteur LH^ 
mesurée sur Téchelle du plan. Le calcul serait absolument 
- le même dans le cas de B' > ^ A. 

Mais ce que nous venons de dire suppose que les sur- 



(*) La différence entre G'K' et GK , pour nne même hanteur H'H, dé- 
pend des angles B et A; et cette- ditference devient d^autant plus grande 
^ue ces angles sont plus obtus. 
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faces partielles soient des trapèzes/ ce qui n'a plus lieu dans 
la surface KGFMNF'C = ^ A. Dans ce dernier cas , après 
avoir mené par le sommet F , la parallèle FF' À AB , on 
commencera par calculer la surface partielle FF'M'N' = D 
et celle ABCFF dont la différence avec | A donnera F'FMN 
= E; puis, pour corriger la surface GKCF'N'M'F supposée 
plus grande que j A, on fera la.proportionT \ 

D : E :: H"ff^ : h^h*; 

d*où l'on tire ; 

Problème LXYIII. Dwiser en deux surfaces équivalentes 
le polygone ABCDEF par une droite RR' parallèle, à la droite Fjg*i8^ 
xf donnée de position. 

L'aire P du polygone ays^nt été calculée par une méthode 
que nous ferons bientôt connaître (Rec. de Théor. et Probl. 
Levé des Plans), sa moitié sera l'espace RCDER'. Or si l'aire 
BCOEG était égale à l'aire BAFG , la drçite BG serait la 
Jigne de division cherchée; mais en supposant 

BCDEG > £, 

. .• • . , ... ^ 

on aura Taire BBiR'G |, en retranchant de l'air* BCDflG qu'on 

■ * ■ ■ P ■ • ■ 

calculera pat la méthode annoncée . l'aire — • Ensuite on di'* 

visera l'aire BCE6 qu'on évaluera par la même méthode /eu 
deux parties BRR'G , RCER' qui soient entre elle$ dans uit ' 
rapport connu, et la ligne RR' qui opère cette division, don-» 
nera la solution du problème. 

On diviserait de. même la figure en deux parties équivalente? 
par une droite SS' perpendiculaire à xf^ en calculant Taire 
jVBCOA , DA étant perpendiculaire à xf , pour en déduire 
Ta.>e hDSS'y et diviser ensuite le trapèze DAAE en disiyx tor, 
faces qui soient d^m^ un rapport donné. 
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Quant amr perpendiculaires "Dh, Ek, elles peuvent êtr« 
mesurées sur le terrain , ou calculées par la théorie des lignes' 
proportionnelles. 

Sur les Plans» 

Problème LXIX. Par une droite donnée dans l'espace ^ 
mener un plan parallèle à une droite donnée de position. 

Par un point quelconque de là première droite , on ima^ 
ginera une parallèle à la seconde; la première droite et la 
parallèle à la seconde se coupant, détermineront un plan 
parallèle à la seconde droite. 

Théorème XXXYII. Si un plan et une ligne sont perpendi^ 
eulaires à un plan , le plan et la ligne sont parallèles. 

Théorème XXXYIII. Si un plan est perpendiculaire à un^ 
ligne , il est perpendiculaire à tout plan mené par cette ligne* 

Théorème XXXIX. Si on mène parallèlement à une droite 
donnée de position deux plans. qui se coupent ,,l\inJtersection 
de ces plans sera parallèle à la droite. 

Car si par la droite donnée et par un point de la commune 
intersection , on imagine un plan> il coopéra chacun des deux. 
plans donnés , suivant une parallèle à la droite. Ainsi , par 
un même point et dans le même plan men^ parla droite donnée^ 
on pourrait tracer deux parallèles à cette droite, ce qui est 
impossible. 

Cette proposition trouvera son application dans la Géométrie 
descriptive. 

Corollaire. Si on mène autant de plans qu'on voudra pa- 
rallèles à une droite , et non parallèles entre eux*, ces plans 
se couperont suivant des parallèles à cette droite. 

Théorème XXXX. Si par la diagonale ^ un parallélogramme, 
on mène un plan dans une position quelconque , et que par les 
sommets des angles du parallélogramme ^ opposés à cette dia^ 
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gonale, on mène deux perpendiculaires au plan , ces perpen^ 
dicuUâres seront égales. 

En effets soit mené un plan par Tune de ces perpendicu* 
laires ; on pourra lé faire tourner autour de cette perpen- 
diculaire jusqu'à ce qu'il aille passer par le pié de l'autre , il 
contiendra donc alors les deux perpendiculaires ; dans cette po- 
sition , il coupera le plan du parallélogramme suivant l'autre 
diagonale divisée par la première en deux parties égales, et 
le plan de l'espace suivant une droite menée par les pieds 
des deux perpendiculaires et Tintersection des deux diagonales : 
il se formera donc deux triangles rectangles , ayant un côté 
égal qui sera rhjrpoténuse ^ adjacens à deux angles égaux; 
donc les perpendiculaires qui sont deux côtés opposés à des 
angles égaux dans ces deux triangles , seront égales. Donc , etc« 

Théorème XXX?â. Soit GN ^intersection des deux plans fîg.iSS 
iVilf ^ iVm ; soit A un point situé hors de ces plans , soient AP , 
Aç Us deux perpendiculaires abaissées de ce point sur les mêmes 
plans; je dis que V angle pAP formé par ces deux perpen^ 
diculaires , est égal à celui que font entre eux les deux 
plans NMf Nm , et qu'ainsi il est la mesure de l'angledièdre 
ou de tangle des deux plans. 

En effet 9 suivant les deux perpendiculairjes Ap , -^^ » 
conduisons un plan qui rencontre Nth et NM suivant les 
droites Dp et DP : on formera deux triangles Api , IPD rec* 
tangles l'un en p , Tautre en P , qui donnent l'angle pAP = 
PDp. Il reste donc à démontrer que l'angle PDp mesure l'in- 
clinaison des plans NM , Nm. Par le point D élevons les per- 
pendiculaires DR| DS, la première au plan NM , la seconde 
au plan Nm : ces deux perpendiculaires seront dans le plan 
pAIPD : donc. la droite GN sera perpendiculaire à ce plan, 
et par conséquent aux droites Dp , DP menées par son pied 
dans ce plan. Donc l'angle pDP mesurera Tinclinaison des 
plans NBÏ , Nm, 

CçroUairê L H résulte de cette démonstration^ que si l'on 
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mène nn plan perpendicnlaire à-la-fois à denx plans qoi sa 
coupent y les traces de ce plan sont perpendicnlaires à Tinter-^ 
section de ces deux derniers plans. 

Corollaire II. Si par un point de rinteisêction conunnne 
de deux plans, on tière dans chacun de ces plans une per^ 
pendictthire.à cette intersecticln , le plan de ces deux per- 
pendiculaire^ sera perpendicnbdre aux detix plans. 

Corollaire III. JU'angle RDS est égal à f angle PDp : Tangle 
RDS est donc une autre mesure de l'angle dièdre ou de Fangle 
de deux plans ^ dont nous ferons usage par la suite. 

Problème LXX. Trouver la pbis courte distance entre deux 
droites qui ne sont pas dans un même plan. 

Cette plus courte distance est une perpendiculaire aux deux 
droites. 
?jg.i86. Soient AB, A'B" ces droites non parallèles, et situées dans 
des plans différens : on mènera, par A'B^ nn plan B'A'C' pa^ 
rallèle à AS , et par AB un plan BAC parallèle à A'B' (Réc. 
de Théor. etProbl. , Probl. LXIX). La plus courte distance 
cherchée sera visiblement celle des plans h'A!C\ BAC. Par 
A!B\ on fera passer un plan perpendiculaire au plan BAC , ce 
plan coupera BAC suivant AC >. et cette intersection AC 
coupera la droite AB en A; la droite A^A perpendiculaire 
sur le plan BAC , sera la plus courte distance cherc]^ée ^ 
puisqu'elle sera perpendiculaire en même temps aux plan» 
BAC, IX A!C ^ et qu'elle aura ses deux extrémités sur les droites 
données AB et A'B'. 

Introduction à la Géométrie descriptive. 

Les notions suivantes font naturellement suite à la Géométrie 
des plans , en même tems qu'elles forment Tintroduction à la 
Géométrie dite descriptive , parce qu'elle sert, 

i® A représenter sur une feuille de dessin qui n'a que deux 
dimensionë , tous les corps* de la nature qui en ont trois* 
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A*. A donner la noianière de reconnaître, d'après une des- 
cription exacte, la forme des corps , et de déduire et de ce» 
formes et de la position respective de ces mêmes corps, toutes 
les iréritéi qui en résultent. 

L'espace est cette étendue indéfinie dans laquelle tous les 
corps 8()nt placés : puisque cet espace n'a pas de limites, oa 
ne peut déterminer le lieu absolu des corps, mais. seulement 
leurs situatic^ns relatives, ou la position de chacun d'eux par 
rapport à des objets fixes qui seront des points , des li^es 
ou des plans ; et c'est en effet la seule connaissance qui nous 
importe. Ces objets fixes seront pris arbitrairement; mais une 
fois choisis, ils ne devront plus varier 5 autrement on n'aurait 
pas la situation relative des points en question. 

Pour prendre le cas le plus simple , supposons que les points 
en question soient dans un plan : dans ce plan, concevons 
deux droites AX , AY faisant entre elles un angle quelconque '^'' ^' 
donné : tout point tel que H situé dans ce plan , est déter- 
miné ou défini de poAtion, lorsqu'on connaît les longueurs 
des droites MQ , MP menées de ce point parallèlement aux 
axes AX, AY et terminées à ces axes. Un autre point M' sera 
pareillement caractérisé de position par les données analogues 
M^Qf > M'P' ; et la situation du point M' par rapport au pointM 
sera connue. Si l'angle YAX est droit , supposition qu'on fait 
ordinairement, APMQ est un rectangle, MQ , MP deviennent 
des distances aux lignes fixes AY , AX , et on peut remplacer 
MQ par AP , ensorte que les élémens de position des points 
M et M' sont AP , PM pour M , AP', P'M' pour M", etc. Par 
ces données, les points M et M' ne peuvent être confondus 
âveo d'autres points du plan. 

Pour définir la position d'un point dans l'espace , il faut 
rapporter cette position à quelques autres objets distincts des 
parties de l'espace qui les renferment, et qui Seront eux- 
mêmes coonui de position. . 
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Supposons que ce point soit rapporté i un certain nombre 
de points A, B, C etc. dont la position soit connue. 

Soit ce point i un mètre de distance du point A; il sera sur 
la surface d'une sphère décrite du point A comme centre et 
arec un mètre de rayon. 

Supposons ensuite que , d'après les définitions de la position 
du point y il doive être à deux mètres de distance du deuxième 
point connu B : il sera sur la surface d'une autre sphère dé- 
crite du point B et ayec deux mètres de rayon. 

Donc le point donné sera sur la commune intersection '^e 
deux sphères y c'est-à-dire sur la circonférence d'un cecrle 
dont le centre est sur la droite qui joint ceux des deux sphères , 
et dont le plan est perpendiculaire i cette droite. 

Supposons enfin que le point doive se trouver a trois mètres 
de distance d'un troisième point C connu : il sera donc sur 
l'întersectiou de la circonférence dont nous venons de pailer 
avec la surface d'une sphère décrite du centre C et avec un 
rayon de trois mètres. 

Or une sphère coupe une circonférence en deux points seu^ 
lement ; donc si par la ligne qui joint les centres A et B et le 
troisième centre C , on mène un plan y et qu'on dise de quel 
côté se trouve le point de l'espace par rapport à ce plan , ce- 
point sera absolument déterminé , et ne pourra rester confondu 
avec aucun autre point de l'espace. 

On voit qu'en employant ainsi, pour déterminer la position 
d'un point dans Vespace , ses distances à d'autres points connus 
et dont le nombre est nécessairement trois , Ton est amené i 
des constructions qui ne sont pas assez simples pour servir de 
base à des procédés habituels. 

Au lieu de rapporter la position d'un point à d'autres points |^ 
essayons de la rapporter à des droites données. 

Supposons que le point doive se trouver à un mètre d'un* 
droite connue A. 
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Il se trouvera sur la surface d'un cylindre d'un mètre de 
rayon , et dont Taxe sera la droite A : mais par cette seule 
donnée^ il reste confondu avec tous les points de cette surface 
cylindrique. 

Supposons donc qu'il soit à deux mètres de distance d'une 
autre droite B. 

II sera sur la surface d*un second cylindre de deux mètres de 
rayon , et dont l'axe sera la droite B. 

Il sera donc sur Tintersection de deux surfaces cylindriques , 
laquelle est une courbe à double courbure ('^), puisqu'elle parti- 
cipe de la courbure du premier cylindre et de celle du second. 

Supposons enfin que 'le point demandé doive être à trois 
mètres de distance d'une troisième droite G. 

Il se trouvera sur les intersections d'une troisième surface 
cylindrique avec la courbe à double courbure , intersections 
qui sont an nombre de huit. 

On voit donc que les considérations auxquelles on est con- 
duit pour . déterminer la position d'un point dans l'espace , par 
la. connaissance de ses distances à trois droites connues^ sont 
encore bien moins simples que celles auxquelles donnent lieu 
ses distances à trois points. 

Cherchons s'il ne serait pas plus simple de déterminer la 
position d'un point par la connaissance de ses distances à des 
plans connusf. ," '^ 

Supposons qu'il soit à un mètre de distance du premier 
plan A , sans qu'il soit exprimé de quel côté il est placé par 
rapport à ce plan. ^ 

Il sera sur deux plans parallèles au plan A que nous sup- 
poserons horizontal , ' et menés à un mètre de distance de ce 
dernier , l'un au-dessus, l'autre au-dessous. 



(*) Une' courbe à double courbure est une courbe dont «deux dlenenc 
fueicon^uet coa«<fcutif« n« sont pas dju»» mi mésif pl«o^ * 



■■w 
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Supposons, en second lieu, que le point cherché soit à 
deux mètres de distance d'un second plan B perpendiculaire 
à A. 

Il sera donc sur deux plans parallèles au plan B , tous deux 
à deux mètres de distance de ce plan , l'un à droite^ Tautre 
à gauche. 

Donc enfin ce point ne peut plus se trouver que sur lés 
intersections de l'un des deux plans parallèles i B avec les deux 
plans parallèles à A, intersections qui sont au nombre de deux 
droites, et sur celles de l'autre plan parallèle à B avec les 
deux plans parallèles à A, c'est-à-dire sur deux autres droites. 

Supposons enfin que le point soit à trois mètres de distance 
d'un troiisième plan C perpendiculaire à A et à B. 

Il sera sur lés intersection^ des quatre Kgnes droites dont 
nous venons de parler , avec les deux plans parallèles à C et 
placés à trois mètres de distance de ce dernier de part et 
diantre , l'un en-deçà, l'autre au-delà. 

Or l'intersection de chacun de ces plans avec les quatre 
droites, donne quatre points; donc l'intersection des deux 
plans en donne huit. 

II faut donc quelques conditions particulières de plus pour 
isoler ce point des autres points de l'espace. 

Mais si on indique de plus de quel côté par rapport au 
premier plan A, puis de quel côté par rapport au second 
plan B , les distances doivent être prises ; au lieu de quatre 
plans, on n'en aura plus que deux, et le point cherché sera 
sur l'intersection de ces deux plans , c'est-à-dire sur une 
seule droite; si de plus on ^oute de quel côté le plan doit 
être pris par rapport au troisième plan C , le point cherché 
sera l'interjection d'une droite unique et d'un plan unique; 
il sera donc parfaitement distinct de tous les autres points de 
l'espace. 
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On voit donc que , quoique par tapport au nombre de ses 
dimensions , le plan soit moin» simple que la ligne droite qui 
n'en a qu'une et que le point qui n'en a pas, il présenta 
cependant plus de facilité que le point et la ligne droite pour 
la déterminJAtion d'un point dans Tespace. C'est ce procédé 
qu'on emploie ordinairement dans l'application de l'Algèbre 
à la Géométrie , où on est convenu de déterminer la position 
d'un point, par ses distances à trois plans connus de position 
et rectangulaire entre eux. 

DIais dans la Géométrie descriptive qui a ét4 pratiquée /de- 
puis beaucoup plus long-temps par un grand nombre d'hommes^ 
et par des hommes dont le temps était précieux , les procédés 
se sont encore simplifiés ; et au lieu de la considération de trois 
plans y on est parvenu , au moyen des projections , à n'avoir 
plus besoin , «explicitement , que de celle de deux. « 

L'Arcbitecte rapporte toutes les parties d'un édifice par des 
perpendiculaires abaissées sur un plan horizontal , et ce dessin 
s'appelle le plan géométral de l'édifice ; il fait connaître la 
situJ^?on respective des points remarquables de l'édiiGce sur 
le plan horizontal , par des fils à plomb. 

Pour compléter la description , l'architecte conçoit un plan 
vertical par une ligne donnée dans le plan géométral , sur lequel 
il rapporte les objets à leur hauteur au-dessus du plan horizon- 
tal ; cette figuï-e s'appelle coupe ou profil y si le plan passe 
dans l'intérieur de l'édifice , et éléi^ation, si elle n'en fait voir 
que les parties extérieures. 

Quant aux dimensions inclinées sur le profil et sur leplaa 
géométral , elles ne sauraient y être représentées dans leur 
longueur naturelle , et c'est à les déterminer que s'applique la 

géométrie dont nous allons présenter les élémens. 

• 

> Soient trois droites fixes AX , AY , AZ réciproquement per- Fîg.iôà. 
pendiculaires l'une à l'autre au point A } chacune d'elles sera 
perpendiculaire au plan des deux autres , puisqu'elle Yp0t à 
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deux droites qui se coupent à son pié dans ce plan : ainsi 
chacun de ces plans sera en même temps perpendiculaire aux 
deux autres , puisqu'il est assujéti à passer par deux droites 
dont chacune est perpendiculaire à l'un de ces plans. Ces trois 
plans forment donc les trois faces d'un parallélépipède rectangle» 
et l'angle solide trièdre A. Nous supposerons les plans Z^XX et 
ZAY verticaux et le plan XAY horizontal. 

Qu'on se représente un point M dans l'espace , ou situé hors 
des plans ZAX^ ZAY, YAX , par exemple , en avant du premier 
plan , à droite du «ecqnd et au-dessus du troisième , et qu'on 
imagine de M des perpendiculaires MM'", MM'^, MM"' sur ces 
trois plans : ces perpendiculaires mesureront les plus courtes 
distances du point M de l'espace à chacun de ces plans. Les 
i plans menés par les perpendiculaires MM' et MM^ j MM' et 
MM*; MM" et MM"' achèveront le parallélépipède , et le point 
M de l'espace sera le sommet de l'angle solide trièdre opposé 
Vi^ àl'aagle A. . ' 

.. La distance MM' du point M au plan ZAX est en longueur 
vraie M^m ou Am" : celle MM" du même point au plan ZAY 
est égal à "M." m/' ou Am : enHn celle du même point M au plan 
horizontal YAX , est MM* ou M'm , ou Amf, Ainsi ces distances 
se retrouvent sur les droites fixes ou axes AY , AX , AZ, et elles 
sont comptées du point A. 

Les points M', M'', pies des perpendiculaires abaissées du 
point de l'espace sur les plans verticaux , sont dits , projections - 
verticales du point , et le point M^, pié de la perpendiculaire 
abaissée du ïnëme point sur le plan horizontal , estditproyec^io/i 
horizontale du point. 

Deux de ces projections suffisent pour retrouver le point : 
car les perpendicufaires menées par chacune d'elles , au plan 
qui la contient , vont se rencontrer dans le point de l'espace. 

La troisième projection résulte évidemment des deux autres > 
c'est ce que la figure indique clairement. 

FiS.tSg, Considérons maintenant une ligne droite AB située d'unt 
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manière .quelconque dans Tespace i et un plan KL qui soit le 
plan même de la planche : si de tous les points de cette droite 
on conçoit des perpendiculaires abaissées sur le plan LK , 
tous les pies de ces perpendiculaires seront dans une ligne 
drqite indéfinie ab qu'on nomme projection de la droite sujr 
le plan. ^ 

MN étant une portion de AB , M'N' en sera la projcction>: 
lorsque le plan KL est horizontal , M^N' est dite projection 
horizontale. 

Mais on observera qu'il suffit des projections M' et N' des 
extrémité^ M et N de la droite, puisqu'en les joignant j on a 
celle de la totalité de cette droite. 

Le pian MM'N'M s'appelle plan projetant ; et KL s» 
nomme plan' de projection. Oh nomme donc plan projetant 
d'une dtoîte celui qui passant' par cette droite , est' perpen- 
diculaire auplaii de'pi'ojection : Tiiitersection de ces detix plans 
est la projection même de la droite. 

M'N' est la projection horizontale commune sur le plan KL 

'de toute droite située d'une manière quelconque dans le plan 

-prdjetant^ entre les perpekidiculaires extrêmes MM' et NN^; 

'cnsorté qu'on ne peut conclure ni la longueur ni la position 

d'une droite dé l'espace de la seule donnée de sa projection. 

$upposon« toujours. le plan horizontal KL et un plan PQ qui Vi».v^ 
lui soit perpendiculaire^ de telle sorte que leur intersection PP' 
soit perpendiculaire aux parallèles LL', KK'' : soit la droite MN 
dansvl'espace^ au-dessus du plan KL et à droite du plan PQ ; 
MM'etjPfN'' étant des perpendiculaires au planKL^M'^N" sera 
la projection honAoniale dé MN ; de même les lignes MM' 
et NN' étant perpendiculaires au plan PQ ^ M'N' sera Ta pro- 
jection de MN sur PQ , ou ]a: projection verticàle^de MN.. 

Maintenant si par ^''N*' on élève un plan perpendiculaire 
à KL , et par M'N' un plan perpendiculaire à PQ ,. Tinter- 
iection de ces deux plans prcqetans^ sera, la droite MN de Tes- 
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pace. Les données de deux projections d'une droite sior deinc 
plans y sont donc des définitions suffisantes de cette droite. 

Dans la pratique^ la projection M^N' ne se trace pas sur un. 
plan qui soit réellenîent vertical ; on cfançoit que ce ;plan dit 
tourné autoiir de PP' pour s'appliquer iur LK : alors les points 
N' et M' se rabattent , avec le plan PQ , sur le plan LK , 
en décrivant des arcs des.piointB.n et m commet centres , 
et dont les rayons/ ^ont. les . pierpendiculaireu N'n et M'm 
abaissées des points N' et M' sur la charnière : céa points 
viennent se placer en N'' et M'^sur les prplpngeiiiens des lignes 
^''ny Wm f qui sont aussi perpendiculaires à Vy, puisque , dans 
la rotation de PQ autour de sa charnière , les lignes N'/i et M'm 
n*ont pas cessé d*étre perpendiculaires à PP' en n et m. 

On peut supposer un troisième plan passant par P^K^ et 
P^Q y et qui sera conséquemment perpendiculaire à chctcnn 
des deux, j^remiersi et sur -lequel en ait aussi projeté la 
ligné MN par deux perpendiculaires menéejs des- points M 
et N à ce plan. 

Ainsi y pour tout présenter dans une figure » on supposera^ 
ainsi que nous l'avons fait pour un point , trois axes AX , 
li^.uji. AY, AZ réciproquement peipendiculaires VunàTautre ; les 
deux premiers étant supposéjs dans le plan même de la planche 
qui sera le plaa horizontal , le troisième AZ étant vertical : ces 
trois plans seront aussi réciproquement perpendiculaires l'un 
à l'autre. YAX remplacera le . plan KL, et ZAX le plan PQ. 
Le troisième plan sera conduit par AY et Taxe vertical AZ. 
Les trois projections de la droite de l'espace , seront M^N^ dans 
le plan vertical XAZ , M^N^ dans le plan horizontal XAY , 
et enfin N"TM* dans le second plan vertical ZAY. 

Lorsque^ pour le tracé, le plan vertical XAZ est rabattu 
dans le prolongement du plan horizontal XAY , qui est figuré 
par le plan de la planche , les projections horizontale et ver-- 
ticale W, N', correspondantes au même point de l'espace , 
sont dans une perpendiculaire N''N' à l'axe AX , ainsi que 
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nous TavoDS déjà, fait observer plus haut. % ]*oh se serrt des 
deux plans verticaux XAZ et ZAY , on imagine que celui-ci 
tourne autour de AZ comme cnarnière , jusq^u'à venir se placer 
dans le prolongement du premier , en AZY', emportant avec 
lui sa projection M*N"', et alors les deux projisctions d'un même 
point de l'espace , telles que N', N*', sont sur une perpendi- 
culaire N'N* à Taxe AZ. 

Pour bien se représenter la position de la droite de l'espace ,* 
donnée par ce système de projections , on imaginera les plans' 
XAZ et ZAY' qui n'en font qu'un, relèvera angle' droit sur 
le plan horizontal, suivant XAY^ puis la portion ZAY' tour- 
nant autour de AZ jusqu'à ce que AY'. coïncide' avec ÀY : âlô^s , 
si par M'N' et par M"N'' on élève des plans respectivement per* 
pendiculaires à XAZ, XAY , on a , par }éur intehebtion , la 
droite en question : elle est encore donnée parla rencontre des 
plans projetans élevés par M'N- et par M*'N"', ou par tHiCJ^ 
et par M'^N'' aux plans qui renferment ces projections. 

Ainsi , deux quelconques de ces projections isolent com" 
pUtement la droite de l'espace , c'est-à-dure, quelles en défi- 
nissent la position. 

L'une quelconque des trois projections est toujours la consé- 
quence nécessaire des deux autres : en effet le point de la droite 
de l'espace , projeté eh N' etN*, est àune-hauJcfur^N^n'^ au^es^ 
sus de sa projection horizontale N' : laprojection du même point 
dans le plan vertical ZAY qui est la position^ vraie^ du plan 
ZAY', est donc à une hauteur N'ii'' au-deissus de n", en sup- 
posant TS'n' perpendiculaire à AY : si donc on ramène 1© 
point n" sur ÀY' par un arc de cercle décrit de A , comme 
centre , avec le rayon An*', et qu'on élève en n" une perpen- 
diculaire à AY' , égale à N'n", le poiqt N",^ extrémité de cette 
perpendiculaire, sera la troisième projection verticale : on con- 
clura pareillement M** des projections M' et M''; conséquem- 
ment on aura la seconde projection verticale de la droite. 

On peut , au moyen de deux projections, obtenir en* ion- F!g.ig3, 
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gueur Traie , la droite de Tespace sur Tua des planft de pîojeC'^ 

tion ^ et nous cboisirons à cet elFet le plau horizontal. 

On observera que les points de la droite , protetés horizon- 
talement en M'^N", et verticalement en M', N', sont à des 
hauteurs M'/n", N'/i" au--des8us de M" et N^; cnsorte que la 
droite de i*espace ^ les hauteurs verticales dé sespoints extrêmes 
et sa projection horizontale M"N", forment un trapèze dont le 
plan passant par rM'^N" est vertical ; si on imagine ce trapèze 
totquant autour de sa base M'^N^» comme charnière^ ^ les per-* 
pendiculaires extrêmes qui en aont les côtés parallèles , le seront 
constamment à la projection M!'N'' en N" et IW/'etr elles n'au- 
ront pas varié de longueur j ainsi le trapèze rabattu dans le 
plan YAX , sera N''MMN'', dans lequel les perpendiculaires 
M^M , N'N sont égales à Wm\ N'n". Ce trapèze supposé 
relevé verticalement sur XAY , après avoir tourné autour de 
M^N'', donnera la longueur et montrera la position vraie dé 
la droite de Tespace. 

Mais si par le point M on mène une parallèle Mn à M'^N'^^ 
le triangle MN/i , rectangle en n , donnera 



MN = N» + M/i = (NN* — nlS'y + MW 

. i 

ou 



MN =: ( NV — M'm")» -f- MW 
et conséquemment 

MN = V(N'/i^ — Wm'y + ivrrr , 

Si Von mène par M" la parallèle Wp à AX , le triangle 
WN'p rectangle en p donnera 

Substituant dans MN cette valeur de M"N", on. aura 
MN=V^{(N'/i''-MV0HCNV--M''m'O^+(N''«VM''m'y}, 
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expression toute en quantités données par les projections. On. en 
déâuit encore 

MN = v/( ( An'— Aro')*+(A»'— AmO'+CAn'— Am*)»} . . .( i ), 

autre expression de la longueur MN d'une droite de l'espace , 
au moyen des distances de chacune de ses extrémités aux trois 
plans rectangulaires de projection. 

Si lune des extrémités de la droite de l'espace , celle qui est 
projetée en M' et M" tombe en A , alors 

Am' = o , Am" = o ^ Am* =: o, 

et on trouve 

MN ou AN = i/{ÂÎ7"+ ÂZV Âî?* }....(»). 

Problème XXXXII. Le quatre de l'aire Hun triangle est 
égal à la somme des quarrés des aires des trois projections 
de sa surface sur les trois plans coordonnes. 

Soit YAX un triangle rectangle ea A, et dont le plan estjrigj 
liorizontal ; YAZ , XAZ les plans verticaux qu*il faudra voir 
relevés perpendiculairement sur YAX , suivant AY et AX ^ 
de sorte que les deux lignes AZ ^ AZ se réunissent en une 
seule arête perpendiculaire au plan YAX en A ; enfin , soit 
le plan YZ'X qui ferme la pyramide triangulaire ZAYX , 
cnsorte que , dans la position vraie du plan YZ'X , le point 
Z' coïncide avec Z , XZ' avec XZ, et Y2;' avec YZ. Dési- 
gnons les aires YAX par P , YAZ par R , XAZ par Q , YZ'X 
par S, et faisons AX =a , AZ = i , AY = c. Cela posé , le 
triangle XAY rectangle en A , donne 



YX = AX + AY ; d'où YX = \/a^ + c». 

Si du point A on abaisse une perpendiculaire ÀB sur YX , 
on aura 

* YX : AY :: AX : AB ; d'où AB = "^ 



\/a-+ c* 
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le triangle rectangle AZB , dont le plan est rertical et a poar 
trace horizontale AB , donne 



B2.= AZ + AB = 4« + ~ 



a*c* 



et conséquemment 

EZ =3 I X c^h^ + frc* + c*c* 



c* 



on prend ici la Valeur de la ligne ZB dans le triangle ZAB , 
parce qu'elle est la même que celle du côté Z'B considéré dans 
la face YZTX en position. Or 

TXxBZ'^YXxBZ g y^ g»A*+&*c* + a*c* 
5- j- -^ -y/ — ^ ; 

doù 

S = ^ ; 

mais d'ailleurs on a 

V 4 ' *^- 4 • 



^ YX X AB _ ^ ' ^ '. cf-\-e _a*<* 

donc 

S^ = Q* + R» + P*, 

S , Q , R et P étant les nombres d*unités qui représentent les 
aires de chacun des triangles. 

Nous retrouverons dans la Polyédrométrie cette propriété 
qui n'est qu une généralisation de celle du quarré de Thypo- 
téause. 

Théorème XXXXIII. L'aire de laprojection d'un triangle , 
est égale â celle du triangle , multipliée par le cosinus de l'angle 
fait par le triangle et sa projection. 
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Soit ABC le triangle dans l'espace 5 ayant abaissé la per- Fig.ij 
pendiculaire AP sur le plan NN > P sera la projection du 
sommet A^ et BPC sera celle du triangle BAC; mais AM 
étant «perpendiculaire sur BC , PM Test en M sur BC , et les 
deux triangles ABC , PBC qui ont même base BC , ont leurs 
surfaces comme les hauteurs AM , PM : donc 

surf ABC AM r r 



surf PBC ~ PM ~ sin PAM cos AMP' 

Faisant rss 1 , on a 

surf PBC = surf ABC X cos AMP. 

Nous allons généraliser ce théorème. 

Théorème XXXXIV. Si on projette une surface phùûe 
quelconque sur un autre plan par des perpendiculaires abaisféës 
des sommets sur le plan.de projection, la projection de cett^ 
surface sera égale à son aire multipliée par le cosinus de t angle 
entre les deux plans. 

Le polygone ABCDE est dans l'espace , et lé côté AB est dans ^'^*'^ 
le plaa horizontal^ des sommets C, D, £, on abaisse des perpen* 
diculaires sur le plan horizontal meQe par AB; ces perpendicu- 
laires percent ce plan en des points C^ D', £' qui déterminent 
le polygone ABC'D'E', projection horizontale du premier. 

Le triangle ABC' = & est la projection horizontale du 
triangle de Tespace ABC = a ; on a donc , d'après le théo- 
rème précédent 

b=ia cos (ia,b) .(1), 

a b désignant Tangle entre les surfaces a et b^ angjle qui est celu^ 
de deux perpendiculaires en un m^me point de la conimniie ia-r 
tersection AB, situées dans les deux plains. 

Les côtés DC et AB prolongés, se reïicontrent en.F,ef 
le. côté TfG prolongé ira aussi passer par ce point: doncf 
AD'F sera la projection horizontalçdu triangle ADE , et AC^F 
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Mra celle de ACF ; on aura donc 

AD'F = ADF C08 ( a , i ) , ACF = AilSF cos (a , 4 ) ;. 
donc 

■ ■ > 

ADi'F — ACF =5 ( ADF — ACF) co6 (a, i ) , 

c'c8t-à-dire 

AD'C = ADC cos ( tf , b) ; 

et en désignast AD'C par bi^ et ADC par a\ on a enfin 

y— J cos (a , A) (a). 

11 peut arriver que les points D , C soient à même hauteur 
An^-dessus du plan horizontal ; auquel cas le côté DC prolongé 
ne pourrait rencontrer. le plan horizontal ; alors si du sommet 
commun A on mène des perpendiculaires AH' = A'^ AH=:A 
eur Ijçs côtés parallèles Çl^ et CD , les surfaces des triangles 
V et d seront 



y_ CD^!y ^_ GD .A 



$ 



d'où, à cause de C'iy = CD, et en observant que l'angle 
AHir est droit , 

I 

(V, À) étant toujours Tangle entre les perpendiculaires fc' et A. 
Or la ligne CD étant horizontale , est parallèle à AB; il en est 
de même de CD' t donc les perpendiculaires V et h abaissées 
de A sur CD' et CD sont aussi pef-pendiculaires à AB , l'une 
dans le plan horizontal , et Kautre dans celui de l'espace : ces 
perpendiculaires mesurent donc encore l'angle entre \es plans 
du polygone de l'espace et du polygone de projection , et con- 
séquemment le cas où un côté du polygone de l'espace «est 
horizontal , ne f^it pas exception. 
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«'Si on désigne par b" et <^ les surfaces AD'E', ADÈ, on 
aura pareillement 

V =J ces (a, 6) (3). 

L'addition des égalités (i) , (2) et (3) donne cette consé^ 
qaence ^ 

i + y + J'' = ( a + û^ + a" ) cos ( a, fr). 

V 

Remarque, 

1°. La proposition serait encore yraie , comme il est facile 
de le déduire de la démonstration précédente^ dans le cas 

• • • 

même' où aucun des côtés du polygone donné, ne se trou- 
verait dans le plan horizontal ou dans le plan de projection. 

a®. De ce théorème combiné avec le théorème XXXXII^ 
on déduit cette propriété générale : Le quarré de taire d'une 
surface polygonale quelconque , est égal à la somme des 
quarrés des. aires de ses projections sur trois plans rectangle 
laires. Cette propriété est le sujet du théorème suivant. 

Théorème XXXXV. Si Von projette une figure plane quel" 
conque sur trois plans rectangulaires , la somme des quarrés 
des aires de ces projections , est égale au quarré de l'aire de la ' 
figure proposée, 

Lemm. Èa somme des quarrés des cosinus dés angles que 
fait un plan quelconque dans l'espace , ûi'ec les trois plans 
coordonnés , est égale au quarré du rayon. 

Soient AX, AY, AZ trois axes rectangulaires qui déter-pj„„ 
minent les trois plans coordonnés ; çoit AM une droite dans 
Vespace passant par l'origine A. Si par le point M on conçoit 
un plan perpendiculaire à la droite AM , ce plan coupera les 
trois plans coordonnés suivant les lignes YX, XZ, YZ : les 
directions AN', AN*, AN* des projectioni de la droite AM " 
Aur ces plans coordonnés ^ seront perpendiculaires aux traces 
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YX , XZ 9 YZ , parce qae les trois plans projetans de lâ 
droite AM sur les plans coordonnés » sont en même temps 
perpendiculaires à ces plans et au plan XYZ : de plus , ces 
plans projetans couperont celui de l'espace ; suivant des droites 
MN', MN% MN" faisant avec AN', AN^ AN* des angles q;ui 
mesurent l'inclinaison du premier plan sur chacun des trois 
autres. Si du point M on abaisse des perpendiculaires MM', 
MM% MM** sur les plans coordonnés » ces perpendiculaires 
représenteront les sinus des angles MAM', MAM^^ MAM'» 
la droite AM étant prise pour le rayon : elles seront donc les 
cosinus des angles AN'M / AN'^M ^ AN*^, ou des inclinai- 
sons du plan de l'espace sur les plans coordonnés. Or , d'après 

la formule (a) , pag. i85, on a cette valeur de AM , 



AM = MM' + mm;* + MM", 

Donc , etc. 

Maintenant si l'on désigné par S l'aire de la figure plàn« 
dans l'espace , par S'> 3"^ S'' les aires de ses trois projections , 
et par A'^ A'', A* les angles qu'elle fait avec les trois pian* 
coordonnés; on a (Théor. XXXXVIII et XXXXIV) 

S : S' : s^ : S* :: ray : cos A' : cos a'' : cos a", 

et en élevant aiî quarré , 

S* : S'* : s^* : s** :: r*: cos*a' : cos* a" : cos'A'^, 

d'où 

s* : S'* + S"* + S'* : : R^ : cos*a' + cos^a" -+■ cos^a* , 

et parce que , diaprés le lemme , 

R* = cos*A' + cos^A" -f cos* A*, 

on a enfin 

S» = S'» + S'^' + S^^ 
Donc , etc. 
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Problème LXXI. Déterminer les points dans lesquels une 
droite de l'espace y prolongée indéfiniment ^ perce les plans ho^ 
rizontal et vertical de projection, ' ' 

Soient toujôura MW, M^N* les projections verticale et'ho- 
mpntale d'une portion dtCnie d'une droite de Tespace : cette 
droite , prolongée suilisamment , ira percer le plan horizontal , 
ce qui résulte visiblement du cours d« sa projection verticale 
N'M' qui , dans le plan vertical mis en position , est toujours 
perpendiculairement vis-à-vis de la droite. Mais le plan Fig.igÇ 
suivant lequel pette droite se projette sur XAZ^ q^t-àrdirèle 
plan projetant , ayant pour intersection avec XAZ , la pro- 
jection verticale N'M' ou N'R , rencontre le plan horizontal 
suivant la perpendiculaire Rfl^ à l'axe AX : donc la droite de . 
Tespace étant toute entière dans ce plan, ne peut percer le' 
plan horizontal que dans lun des points de Rli' ; d'ailleurs, la 
même droite , en tant qu'elle est aussi contenue dans le plan 
vertical mené par N'^M", ne peut rencontrer le plan horizontal 
que dans l'un des points de sa projection N'M!' prolongée ; 
donc nécessairement cette rencontre est en R' sur la projec- 
tion horizontale , et perpendiculairement vis-à-vis de /in-« 
tersection R de sa projection verticale suffisamment prolongée ^ 
avec Taxe AX. 

Reste à trouver le point où elle va rencontrer la portion 
inférieure du plan vertical XAZ mis en position. Suppo- 
sons la projection horizontale N*M^ continuée jusqu'à l'axe 
AX en R''; R^R^ sera la projection horizontale de la portion 
dé la droite de Tespace comprise entre les points dans lesquels 
elle perce te plan, horizontal et le plan vertical dans sa partie 
inférieure au plan horizontal. D'ailleurs comme le plan ver- 
tical dont la trace horizontale est N^R'', a pour trace dans le 
prolongement du plan vertical de projection , la perpendiculaire 
R^R* à AX, le point de rencontre cherché ne peut être que 
sur R"R? ; mais aussi ce même point ne peut se trouver que 
sur N'R** ; donc il sera à l'intersection R"^ des deux droites 
qui doivent le contenir. . 

x3 
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Pour conceyoir très-nettement ce qae nous Tenons de dire ^ 
fiuidrm se représenter la droite de l'espace perpendiailaire-i' 
ment vis-àr-Tis de sa projection yerticale^ ou dans le plan 
projetant mené par cette projection, et dont la trace snrXAZ 
est N^R*. et cette même droite verticalement au-dessos de sa 
projection verticale N^R' qu'elle perce en R', pour passer 
verticalement an-dessous du prolongement R'R'. 

Mais la droite peut rencontrer d'abord la par^ supérieutt 
du plan vertical , pub celle du plan horizontal , qui est au-^ 
dfili , ou derrière : la construction qui donne ces deux points 
ne différera pas de la précédente , A l'on suppose que le pbui 
vertical devienne borizontal , et réciproquement. Le cours «de 
ce* deux projecdoiis indiquera toujours celle de ces deux cir- 
constances qui a lieu. 

Les caractères auxqueb on reconnslît qu'une droite de l'et- 
pace est horizontale , verticale ou parallèté à l'un des deux 
antres plans coordonnés, se déduiront aisément de la notioB 
de projection. On verra sans^ peine que , dans le premier cas ^ - 
les projections verticales de la droite sont parallèles aux axes 
AX et AYj et que sa projection horizontale est égale i la^ 
droite de l'espace ; que ^ dans le second , la projection hori* - 
zontale est un point , tandis que les deux projections verticales 
sont perpendiculaires auxdxes AX et AY , et égales à la droite 
de resp4ce. On conclura encore de la dé&nition de projection , 
que deux droites parallèles dans l'espace ont leurs projections 
sur le même plan , parallèles l'une à l'autre : en effet les 
intersections des deux plans projetant parallèles par le plan: 
de projection , sont des lignes parallèles. Mais ce qu'il est . 
essentiel d'observer , c'est que si deux points donnés dans 
deux plans coordonnés dont l'un soit rabattu dans le prolon^ 
gement de l'autre , ne sont pas sur une perpendiculaire à Tinter^ 
section de ces deux plans , ils ne peuvent être les projections 
sur ces plans d'un même point de l'espace. Si les deux pro-* 
jections d'une ligne de l'espace sont des droites , la ligne de 
l'espace est elle-même une droite ; et si ime seule de ces 
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prô^ecticms est ime courbe , la ligaé de l'eqiace est une ligne 
courbe* 

Problème LXXtI. Étant données les projections d'un point 
de l'espace sur deux des trois plans rectangulaires^ en déduire 
les projections du même point sur deux nouveaux plans 
rectangulaires donnés de position par rapport aux premiers* 

M', M*' sont les projections horizontale et verticale d'un î^»B-ï97^ 
point de l'espace sur les plans primitifs XAY , ZAX , et oa 
demande les projections du même point sur les deux plans 
KMX', Y'A'Z' perpendiculaires entre eux , et donnés de po- 
sition par rapport aux premiers , ensorte qu'on connaît rin^^ 
clinaison du plan NMX' sur XAY : les nouveaux axes rectan- 
gulaires sont A'X'i A^Y', A'Z', dont les deux derniers déter-« 
minent un iplan perpendiculaire au^plan ]\MX', et en même 
temps vertical : l'axe AY' est dans le plan NMX\ 

Si du point projeté en M^ et M* on conçoit deux perpendi^ 
culaires , l'une sur le plan JCA^Y , et l'autre sur le plai% 
Y'X^Z^K 1^3 pieds de ces perpendiculaires seront les prc^ectiont 
demandées. 

La perpendiculaire menée du poii^t de l'espacé sur le plan 
JifAfVf c'est-à-dire^ la plus courte distance du point donné 
à ce plan , est parallèle au second plan de projection YA'Z' ; 
donc sa projection horizontale sur le plan XAY sera suivant 
une perpendiculaire pP menée par M' à la trace MX*^, et sa 
projection sur le plan VA!!! sera cette plus courte distance 
tx^ longueur vraie : pour trouver cette dernière projec-« 
tion, on imaginera du point domfié une parallèle au plaK 
NMX ou T['XX\ laquelle 4e projettera sur XAY suivant la 
parallèle M'NK. a la trace BiX' ; cette parallèle rencontrera 
•n N la trace horizontale A^T du second plan projetant 
vertical Y^A'X , trace qui est perpendiculaire i MX'; si on 
£ût tourner ce plan autour de sa trace horizontale A'T jusqu'à 
oe qu'il se rabatte dans le plan XAY , l'intersection A'Y' sei . 
plaqera suivant A'Y'faîtant avec A-T un angle TA' Y'' égal 4 
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rincfinaison donnée da plan NMX' snr le plan horizontal ; 
le pie de la perpendiculaire projetée snr le plan Y^hlTl^ se 
rabattra donc sur hlX" ^ et si l'on prend NK = mM', le point 
K sera aussi le rabattement de la projection sur Y' A!!/ du 
point donné ; donc KR perpendiculaire sur A^Y", sera celui 
de la projection sur Y' AU! de la plus courte dllstance en ques- 
tion ; et de plus , KR sera cette perpendiculaire en longueur 
Traie. La droite A'R est donc la distance à la trace MX' de 
la projection du point de l'espace sur le plan NMX'. 

1 

Si maintenant on conçoit que le plan NMX' tourne autour 
•de la trace MX' pour se rabattre sur le plan horizontal , la 
ligne A'R qui , dans sa position vraie , est située sur A'Y' per-- 
pendiculaire à MX' en A', viendra se coucher sur A'T, ef 
la projection du point donné sur le plan Y'A^Xf, se trouvera 
à une distance A'R' de MX'^ égale à A'R ^ mais comme 
cette projection es% dans le plan vertical élevé sur pV, puis- 
que la perpendiculaiire est dans ce plan , elle tombera sur cett« 
droite dans le mouvement supposé , à une distance de p égale 
à A'R^> ou à A'R , et conséquemment elle sera en P. Ainsi 
les coordonnées de la projection du point sur le plan NMX'^ 
rapporté à l'origine A', seront A'p et pP = A'R' = A'R , qu'il 
faut compter sur une parallèle à l'axe A'Y', menée par p dans 
le plan NMX. / 

Les coordonnées de la projection du point sur le plan ver- 
tical Y' A'Z' sont A'R' qu'il faut compter sur A'Y', et une 
perpendiculaire R'R" au plan NMX' en R', ou une parallèle 
à A'Z', laquelle est égale à RK. 

On remarquera que les coordonnées des deux projections 
du point sur les deux nouveaux plans , sont af et y' sur le plan 
Y' A'X', et y\ a' sur le plan Y' A'Z', ensorte que la position, 
du point qui résulte de ces deux projections, dépend en effet 
des trois nouvelles coordonnées x\y^, a' rapportées à la non— 
telle origine A', prise dans le plan horizontal primitif. Main- 
tenant il est facile de passer des deux projections d'une- droitt 
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de l'espace sur «deux plans redtangalaires , aax projections de 
la même droite sûr deux autres plans analogues aux plans 
Y'A'X' et TA'TJ. 

Problème. LXXIII. Troui/er Fa position et là grandeur du 
cercle intersection d^une sphère donnée par un plan donné de 
position, 

Lemme^ Pour projeter une sphère sur un plan , il faut , 
conformément à la définition » concevoir de tous les points dé 
la sphère , des perpendiculaires sur le plan ^ et leurs piçdt 
détermii>eront la projection cherchée. Hais si par le centre 
de la sphère ^ on suppose un plan parallèle au plan dé pro<« 
jection ^ il coupera la sphère suivant un grand cercle qui 
6era visiblement la ^ojection de la aphère dans ce plan : or 
comme tes projections 9ur deux plans parallèles ne peuvent 
être différentes y il s'ensuit que toute projection d'une sphère 
sur un plan , ne peut être qu'un grand cercle de cette sphère , 
dont le centre est , en même temps ^ la projection du centre dé 
la sphère. 

Supposons que le plan coupant soif perpendiculaire au plan Fîg.igS 
vertical de projection ZAX , et qu'il le rencontre suivant BD ; 
sa trace horizontale sera une perpendiculaire BC à A7C; BD 
sera donr Id trace du plan projetant du cercle d'intersection ^ 
et la partie M'PK en sera la profecfion verticaTe. 

Si O' et Of sont les projections yerticate et horizontale 
do centre Ode la sphère , une perpen^culaire abaissée de 
O sur le plan coupant , le rencontrera en un point qui 
sera 1^ centre du cercle cherté ; il reste à trouver les pro^ 
jection» de ee centre , et de pliui le rayon du cercle d'in- 
tersection. 

Si par O"- on mène un pTaff vertical et parallèfe à ZAX ^ - 
ce plan dont la trace horizontale est HO^, contiendra le centre 
de la sphère et la perpendiculaire parallèle au plan vertical , 
ZAX , et conséquemment il contiendra le centre cherché. 
JDoBc O'G' sera en même temps la projection verticale et 1^ 
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longueur Vraie de la perpefidiculaire ; G^ iêm donc laprofec^ 
fection verticale, et G' la projectiou horizontale du centre da 
cercle demandé dont il reste à trouver le rayon. Le plan verti- 
cal projetant dont la trace esl O'^H , coupe la sphère suivant un 
grand cercle , et le cercle d'intersection suivant un diamètre ^ 
et comme ce cercle et ce diamètre se projettent verticale- 
ment , tels qu'ils sont dans l'espace , G^tâf sera le rayon 
cherché. 

Si l'on hnagîne que le plaii cmiphut tourne autour de sa 
charnière BC , jusqu'à venir sVippliquer sur le plan horizontd» 
le centre projeté en G' et G' décrira un arc de H comme 
centre^ avec le lajon BG', hypoténuse d'un triangle rectangle 
dont HG^A KG' seront les deux côtés de l'angle droit ; et il se 
rabattra en G ; ensorte que le cercle MN décrit de G avec 
le rayon G^M', sera celui qu'on cherche^ 

Problème LXXIY . Trouver le centre et le r^on d'une sphère 
ûssujétie à passer par quatre points donnés. 

Comme on peut toujours faire passer un plan par trois 
points , nous prendrons , à l'effet de simplifier la construction 
et les considérations ^ pour plan horizontal celui de trois de 
''ÎE>99* ces quatre points, P , Q, R, par exempte; et pour plan ver- 
tical celui qui passe par R et le quatrième point projeté hori- 
zontalement en S^ et verticalement en S , lequel est le point S 
I lui-même. 

Ayant déterminé le centre O" du cercle qui passe par P> Q » 
n y il eat clair que la verticale en ce point , ira passer par lè 
centre O de la sphère ; O" sera donc déjà la projection horizon^, 
taie de ce centre : conséquemment sa projection verticale sera 
^eur la perpendiculaire (XH à AX; maison sait que le centre 
d'une sphère se trouve sur un plan perpendiculaire sur le 
milieu de la ligne qui joint deux de. ses points ^ si donc oa 
conçoit par le milieu M' de R$ un plan perpendiculaire à 
cette corde ^ sa trace verticale M'O^ ira passer par la projection 
verticale du centre^ laquelle, ainsi qpe nous l'avons observé » 
doit se tronyer pur RH ^ at oonséqnemmeAt 4 l'intarieGtiQa (/^ 
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Les projtc^Bs borîzoatale et yertidale O*^ Ct, S^^ S dei 
fleux extrénritJi i/à rayon , donoent celles de cette ligne ; il 
iera done facile de fayoïr en longueur (pR%:i83 et i â4)« 

Problènsa LXXV. Trouver t intersection de deux sphères 
données de grcndeur et -de positidn. 

Cette intersection sera un cercle : en effets qu'on conçoive Fig^wc 
un plan vertical passant par les centres O, O' de ces deux 
ephères , ou par les verticales de ces deux centres ^ ee plan 
coupera ces sphères suivant les deux grands cercles ïôË , IGF. 
Imaginons maintenait que ces cercles tournent autour de la 
ligne des centres ÔCX^ ils engendlteront les spH^res données; 
dans ce mouvement , }a ligne IG décrira té. cerclé d*mter8ec- 
tion qui aura ÛM centré éii H et pour rijan tlô , cerclé dofnf Té 
filan sera perpéndicïdÂif é à 00^:^ à on éû{»j^6ée àé ptâu ràbaitet 
euïr celui de la plaiic&é ^ il séi^ift facile dé déerire lë Céféfe 
cherché. 

Problème LXXYI. TVoui/er les points dinterseciien dé troig^ 
Sphères données dota bn ctfnnait ùtjhsitMi des centres et les 
rayons» 

C'est ce p¥oMètt0 t(M Kiotis évràs ohcM (piij^ il^,Tiftred.> 
pour offrit un ejteflipb dé la pdsfibttiti de dédirir^ la jfôiihr 
lion d'un point d# seif distances à trois, àiidros points défibi» 
de position ditei^espacei 

M,ff,t éùûà lés taxâtes âéé m(s spitèrëà , (m sàt dè)i ^e fi^,^r. 
la eo&iiiittne èettiôû êkê Aéidb {ifelnièr^els', qui eii tû tërHh, àé. 
trouvera dans fe pïstià làéné par CI perpiénldSbttlàîf éïMif i tf£tul 
des centres ; i{ù*atosi 1er tfercle intersection des sJphèrU Hf éfP 
et son plan Étà/mA gt , per]^endi6ià|9p:^ aii plsiii ^NP. WI^Xw 
plans de ces deux cerde» Se cotipekitsuhwt ttàé B^é p^âssihft^ 
•ptt H Jaq^dè edf aussi petfp«ndiciÉMM Ai ^lÀ MNP , et 
«ibofiât aiàc â«dt fattérsetitiettt de dés< Mrcleft, dôiItTuiM ésf 
au-dessus et Vautre au-dessous de MJN^P , et défit to eoifliàutt« 
IBKi>ècitk>a borisoittdt M e» H/ QuWoosçoîf e tg» lie plans de 
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ces cercles tonrtient d^abord autour de la ligne vértkâde des ixt^ 
ter&ections , passant par H , jusqu'à ce que les /deux plans n*ea 
fassent jqu'un , et qu'ensuite ce plan commun des deux cercles 
vienne s'appliquer sur le plan MNP; on pourra les décrire 
dans ce plan , puisqu'on en connaît les centres et les rayons : 
les extrémités de la droite menée par leurs intersections , et 
supposée dans sa véritable position , seront les points cherchés. 

Nous terminerons ce titre par quelques notions sur un genre 
de surfaces courbes dont oifa vu un exemple dans la Géo^ 
métrie de Legendre ( Prop. XYI, Lày. Y) , et qu'on Bonmie 
surfaces gauches, - 

Soit ABCD un trapèze dont le plan est horizontal : soient 
^Q^ aux points A^ B, C, D quatre verticales inégales ^ et telles 
que les extrémités £GHF ne soient pas dans un même plan : 
ayant îoint les points £ , G , H^ F , si on divise les droites op« 
posées £G , FH en parties £I> FK proportionnelles aux lignes 
entières £G , FH » c'est-à-dire , de manière qu'on ait con- 
tinuellement 

El : £G :: fk : fh, 

qu'ensuite par tous les points correspondans I et K » on mine 
des droites IK » l'ensemble de toutes ces droites formera ime 
surface courbe £GHF que l'on nomme suffire gauche. 

Le coin conoide de TVallis est une de ces surfaces : nous 
donnerons sa génération. BD£' est un quart de cercle. situé 
.!ku3. dans un plan vertical et parallèle à la ligne AC ; si l'on con- 
çoit qu'un autre plan vertical et perpendiculaire à cette ligne ^ 
se meuve parallèlement à lui-même , et qu'on joigne par des 
droites G"F' les points où il rencontre « dans chacune de ses. 
positions , la ligne AC et Tare I>£'^ l'ensemble des droites 
G^ sera la surface gauche dont il s'agit. 

En général la surface engendrée par ime droite assujétie 
à glisser le long de trois droites ou de trois courbes > est liiie 
sufface gauche, .. .!*:.,.;... 

Nous observerons que si ^ pour déterminer une sorfoce 
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{anche.! on ne ^loit satisfaire qu'à la seigle condition qu'une 
droite s'appuie continuellement sur deux autres qni ne sont 
pas dans un m^me plan^ il y aura lieu à plusieurs surfaces 
gauches ; car qu'un plan transversal se meuve en restant con- 
tinuellement parallèle à un autre plan donné de position , ce 
plan transversal coupera toujours les deux droites 5 et si l'on, 
joint les deux points d'intersection dans chaque position du 
plan coupant , on aura des surfaces gauches différentes pour 
des positions .différentes du plan auquel le plan coupant est 
parallèle. 

Lorsqu'une droite doit s'appuyer continuellement sur trois 
autres qui , prises deux à dçu3( , ne sont jamais dans le même 
plan , la surface gauche qui en résulte est unique. En eifet , 
par un point pris sur l'une dès trois directiricest, oh ne peut^ 
mener qu'une seule transversale i^ùi s'appuie sur lestrois droites ,, 
et il est facile de voir qu'on peut toujours en mener une ; car les 
directrices étant A ^ B ^ C^ on |>eut^ par un poSut de A^ conce- 
voir une transversale qui glisse le long de B jusqu'à ce qu'elle 
aille rencontrer C : ayant ainsi déterminé tro^ élémens de la 
surface gauche , on les considérera comme trois directrices qi^i 
serviront de la même manière à faire trouver trois autres élé« 
mens de la surface , et ainsi de stiite. . 

Nous donner(>n§ plus loin le Volume d'un solide dont une 
des faces est une surface gauche*. 

Sw la pyramide triangulaire^ '^ 
Théorèflue X^XaVI! Le yolume de la pyramide eét là $0mmé 




Soient A la hauteur de la pyraiâide^dbnnée /& sa ]>àsé ,' T son* 



volume , V*^ le yojume ^de l'une des deux petites pyramides j 



comme - 
aura 



et -- sont la hauteur et la base d'un des {^meS| oa 
4 ' 



rrf . 



■ 4 
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Si Vôn décom|fose de la même manier» Y^, et qnlon éiAfgnn 
par h\ b' et Y* Itn qtfântîté^ aoalogdê» à A , & et V', on aura 



4 



1 



n cODtimiiràlt^ ôh ttoovera 



Y'=^^ + aY» - -^ 

4 

Y* = ^ + aV»\ 
4 



etc 



!« 



Tradhàaani i', V-i h\ H'-, b',h», etc. en b»th, les égalitii 
précédente» m t^Mageront e» ceUetr-ci : 



'' ij 



4.4«a - _ 

4.4.4-»<» 
47474.4^vi|.«^^ 

etc. 



Si dans la première de ces relations on écrit pour Y' ^a talenr 
tirée de la seconde , ^ans ce résntïat' la valeur . âe "Sf^^ tarée 
de lit trbia£èhié « ef ainsi de siiite , on àtira' pour éj^^ès-» 

non 4a vôîiime Y . cette progression décrôissariié éf infinie 

"•."'- . » 



^ 1 . 



Problème LXXYII. Trouver le volume d'un tronc depyra^ 
ide^ k plan sécant étmf pamlHh à h base» 
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Soient B et H la base et la hauteur de la pyramide totale ; 
b et h' la base et la hauteur de la pyramide retranchée » et 
h la hauteur du tronc ou la distance entre les bases B ttb^ 

jBoit Y le volume du tronc . on a 

« 

Or 

H» : A" :: B : 6 , d'où H = ^'\/j 

et d'ailleurs 

de ces deux égalités on déduit 



I ^"^ m _ ■■ I » J{ "y^ ■II» - ■■' 



et conséquemment - ~ 

La dîtlaion de B|/B — i</î par ^/F— 1/^, dotifie p^ut 
quotient B 4* ^B3 -f b \ donc le volume cherché est 

V = |AB+J*v/0+^Ai, 

eu V^B? est la base moyenne proportionnelle entre le» basée 
supérieure b et inférieure B du. tronc. On retreuve ainsi 
l'expression connue du vokuQe d'un tronc de pjrramîde ^ et 
qn parviendrait de la même manièm k eelle da ti^nc de 
prisme 

« Théorème XXXXVÏL Im foK^tédè tonte fymtddè triant 
gulaire , est le tiers de celle du porûlMepipèdè tifbonscrit. 

Nous ferons précéder cette dëffionstration de quelques no» 
lions indispensables. 

Les sommets des quatre angles d'une pyran^de triangn-* 

quelconque étant A^ B, C» I>>«i on les réunît troii4fie->4» 
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trois de toutes les manières possibles par des plant ^on alei' 
quatre faces ■ .• 

ABC , DAB , CDÀ /bCD ; 

•i on les réunit deux à deux par dès droites de toutes les^' ma-' 
• nières possibles , on a les six arêtes 

AB , CA , BC , 
GD,BD,AD: 

Tune quelconque de ces six arêtes étant prise à volonté ^ et 
passant par deux des quatre sommets, il y en a toujours une 
autre qui passe par les deux autres sommets , et qui n*ayant 
aucun point commun avec la première , ne peut pas être com- 
prise avec elle dans un même plan. On peut regarder ces deux 
arêtes comme 6/7/705^65. Nous avons écrit ces six arêtes de 
manière que celles qui se trouvent placées 1 une au-dessus de 
l'autre ^ sont les opposées. 

Si par deux arêtes opposées quelconques , on fait passer deux 
plans parallèles ehtre eux , ces deux plans dont la positioa 
sera déterminée , comprendront entre eux toute la pyramide : 
ai donc on en fait autant pour les deux autres systèmes d*arêtes - 
opposées , on aura six plans parallèles entre eux , deux à deux, 
et qui formeront un parallélépipède déterminé ; circonscrit à 
la pyramide. 

Des sommets des huit angles du parallélépipède circonscrit, 
quatre sont placés aux sommets de la pyramide , les quatre 
autres sont diagonal ement opposés aux premiers, et le» sÂx ■ 
arêtes de la pyramide sont chacune une diagonale d'une de» 
faces du parallélépipède circonscrit. EnGu les distances des 
faces parallèles du parallélépipède sont respectivement égales . 
aux plus courtes distances des arêtes opposées de la pyramide. 

Avant d*en venir à la démonstration de la proposition , 
nous décrirons la figure. La pyramide que nous considé-* 
ïiff.aoS. '^°* ®** SACE , ayant pour base ACE et son sommet en S ; 
ses six arêtes AC , AE, CE, SA, SC , SE sont diagonales dans 
les SIX (aces du parallélépipède : les plans qui passent par deiix 
arêtes opposées, savoir par AC et ES, AEet GS, AS et CE 
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•ont parallèles^ et lés quatre sommets de la pyramide, S, 
A, C , £ sont quatre des huit sommets du parallélépipède « 
et les quatre autres B ^F ,G ,D sont diagonalement opppsés 
à ceux-là. . . 

Cela posé, nous Remontrerons que les quatre pyramides 
GSEA, BGEA) FCES , DCSA dont les sommets sont G, B, 
F , D et les bases SEA , CE A , CES , CSA sont équivà- 
yalentes. 

Les deux pyramides GSEA , BCEA dont les faces sont 
GEA , GES , GSA , AES 
^ BEA , ACB , ECB , ECA 

•ont les mêmes que les pyramides SGEA, CBEA dont ie» 
sommets sont S et C , et les bases GEA , BEA. Or ces deux 
pyramides sont équivalentes , .parce qu'elles ont des bases 
équivalentes , et leurs sommets S et C placés sur une ligne 
parallèle au plan de leurs bases : elles ont donc même volume. 
Les deux pyramides FCES , DCSA dont les faces sont 

SFC , SFE , FCE , ESC 
DSC, DCA, DSA, CSA 

iônt les mêmes que les pyramides EFCS ,' ASCD dont les 
•onmiets sont £ et A , et les bases FCS , SCD : or ces deux 
pyramides sont équivalentes, parce qu^elles ont des bases équi-* 
yalentes, et des sommets E et A placés sur une ligne paraI-< 
lèle au plan des bases. De plus, la pyramide CBEA ou ECBA , 
l'une des deux premières équivalentes , est équivalente à ECAD 
ou à se AD qui est l'une des deux dernières. 

Si donc on désigne par p le volume de la pyramide S ACE ^ 
parp' celui de chacune des quatre autres pyramides égales 
entre elles , lesquelles ajoutées à p, font le volume du paral- 
lélépipède circonscrit , et enfin par P le volume de ce paral- 
lélépipède , on aura 

■ Je dis maintenant que/», s; »p\ d'où il résultera que 9 =3e '- P. 
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U ft*agit donc de démontrer que la pyraniide GSEA ,|iar 
pie y ert h moitié de la prramide SACE on de la pyiMmde 
CSEA dont le sommet eitt C et la base est S£A. Or la pyra* 
mide CBDF dont le sonunet serait C et la base BDF , aandt 
tontes ses faces égales anx fiices de la pjrramide GSEA ; et' 
d'aillenn les denz p3Framides CBDF , CSEA ont lesrs basa» 
BDF » SEA égales : doac leurs Toinmes sont conune les baiH 
tenrs^ mais les plans des bases BDF , SEA étant paraU^es , 
si par A(m imag^le one perpendiculaire an plan BDF , laquelle 
sera en même temps perpendiculaire an plan AES ^ et à par 
C on imagine une perpendiculaire an premier de ces phms^ 
cesperpencficulaires seront égales (pag. 172, Théor. XXXX)^ . 
et comme la perpendiculaire menée de C sur ie plan AES 
en est la somme , on -en cimchit que la hauteur de la pyra* 
mide CSEA est double de la hauteur de la pjrrannde CFDB » 
et qu'ainsi le yolume p de la pyramide SACE est double daire-** 
lame ;/ de ]a pyramide GSEA. Donc, etc. 

Remarqués* 

1*. n suffirait donc de prouver , sans supposer la mesure dm 
Tolume â*nne pyramide , que les volumes de deux pyramides 
de même base sont comme les hauteurs , proposition démcm- 
trée dans plusieurs Traités de Géométrie. 

Q?. Si les deux arêtes opposées d*nn des trois systèmes sont 
égales, $ï, par exemple» TarêteEA est égale i l'arête SC^ 
les deux diagonales de chacune des faces GB, SC deviennent 
égales entre eDes , et ces faces sont des rectangles ^ ainsi qu'il 
est aisé de le démontrer. 

3*". Si les deux arêtes opposées dun second système sont 
aussi égales entre elles , quoiqu'elles ne le soient pas à celles 
^u premier y deux autres faces opposées du parallélépipède 
circonscrit deviennent des rectangles, 

jp. Si les arêtes opposées de diacun des trois sjrstèmes , sont 
respectivement égales entre elles ^ le parallélépipède circons- 
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•rit €8t rectangle ; et bî, par chaque système de deux, dift^' 
gonales » dans deux faces opposées, oa mène. un plan, les 
intersections de ces plans loesureront les plus courtes distances 
entre c«s fiaces-; ces. trpis plus courtes distancer se couperont 
en un point, qui s^ra U centre commun de la pyramide et 
du parallélépipède, circonscrit-, et comme ces plus courtes dis*; 
ta.f3«s sont^ dan9 le cas dont il s'agit « respectivement égaler 
i trois arâtes c^ntiguees à un même angle trièdre du parall4f 
lepipède circonscrit , il s'ensuit que le volume 4*une tûle py«i 
ramide est égal au tiers ^ du produit des trois plus courtee 
distances de ses arêtes opposées* 

Pour le tétraèdre régulier dont les six arêtes sont égales 
entre elles ^ le parallélépipède circonscrit est un cube t les 
diagonales des quarrés qui sont les faces de ee cube sont 
égales aux arêtes du tétraèdre; ainsi en nommant a b^ lon*^ 
gueur commune de ces arêtet, le oôté du cube, et par con- 
séquent la distance des arêtes opposées , est -jr- , et le yo- 
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lume du tétraèdre est . comme on le trouve dans les 

2ys3k 

élémens. 

5^ Lorsqu'un parallélépipède est circonscrit à uof pyramide, 
triangidaire quelconque, chacune der arêtes de |a pyramide, 
est une des demi; diagonales d'une des faces dui p9[ra(lélepipède :. 
si dans chacune dç ces faces on mène les secpndes diagonales» 
elles Siéront les arêtes d*une ^ççonde pyramide qui sera aussi 
inscrite dans le même parallélépipède, et dout le volume sera 
encore le tiers de celui de ce corps. Ainsi ifne pyramide 
triangulaire n'a qu'un seul parallélépipède circonscrit; maû 
tout parallélépipède a deux pyramides inscrites qui ont même 
volume , sans être semblables , et qu*on peut regarder conun» 
conjuguées. 

Des deux pyramidea conjuguées, l'une étant donnée, il est 
facile de former l'autre; pour cela, il n'y a qu'à mener par 
le milieu de clMicune 4es six «rêtes de la première^ una 
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droite parallèle et égale à Tarête opposée , et ces six droites 

seront les arêtes de la seconde pyramide^ 

6^. Les deux pjrraoiides conjuguées et inscrites dans le pa- 
rallélépipède cii'conscrit et commun^ se pénètrent ^ et elles 
ont une partie commune que nous pouvons appeler noyau; 
ce noyau a huit faces sur chacune desquelles s'appuie l*tane 
des huit pyramides qui ont pour sommets les huit angles trièdres 
du parallélépipède. Pour bien concevoir ce noyau octaèdre^ 
on observera que ses six sonmiets sont les intersections dea 
deux diagonales de chacune des faces du parallélépipède cir« 
conscrit^ puisque Tune de ces diagonales est arête d'une py- 
ramide^ et l'autre arête de la conjuguée : maintenant sil'on 
joint les qi^atre intersections f, f\ /*, f^ on aura un paral- 
lélogramme qui servira de base à deux pyramides quadran- 
gulaires opposées dont les sommets seront les deux autres 
intersections g et gf , et le solide ainsi formé de la réunion 
de ces pyramides quadrangulaires adossées , sera le noyau. 

Nous appellerons pyramides excédantes celles qui s'appuient 
sur les huit faces du noyau ^ et qui ont pour sommets les huit 
angles solides trièdres du parallélépipède. Chaque pyramide 
excédante est semblable à Tune des deux pyramides conjuguées 
dont elle fait partie. Considérons la pyramide excédante qui 
a son sommet en G , et pour base le triangle gf^} elle est 
semblable à la pjrramide GFDB, qui est la conjuguée de 
S ACE; caries arêtes G/, Gf, Gg,fg,ff',fg sont les 
moitiés des arêtes GB, GD, GF, BF , BD, DF de la py- 
ramide entière : donc le volume de la pyramide excédante 
n'est que le huitième de celui de la pyramide entière : donc 
encore la solidité de chacune des huit pyramides excédantes , 
n'est que le vingt-quatrième dé celle du parallélépipède" cir- 
conscrit. ' 

Qu'au volume d'une des deux pjramides conjuguées , qui 
vaut -^y en prenant celui du parallélépipède pour unité , on, 
ajoute ceux des quatre pyramides excédantes de l'autre, pour 
me prendre qu'une fois le volume du noyau , on aura ^ 
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pour le Yolunie des deux pyramides conjuguées : si du volume 
de Tune des pyramides, on retranche la somme *de ceux de 
ses quatre parties excédantes » on aura pour le noyau ^: son 
volume est donc le ^ de celui du parallélépipède , et la moitié 
de celui d'une des pyramides. 

7^. Enfin les deux pyramides conjuguées laissent autant do 
petites pyramides vides qu'il y a d'arêtes dans le parallélé- 
pipède. ^ 

Pour ne pas laisser de difiicultés sur ce qui suit, neus 
avons . présenté toutes les pyramides dans la figure aoG : les Fîg.ao6^ 
faces d'une des deux grandes pyramides sont : 

i35, i37, 167, 357, . . . 

et celles de la conjuguée sont : 

246, 5148, 5268, 4G8. 

Les faces qui se coupent sont celles où les chiffres qui manquent 
sont consécutifs^ en observant que r est regardé comme 
consécutif à 8. 

Les intersections des faces des deux pyramides^ sont les 
«rêtes de V octaèdre abcdef , formé de deux pyramides qua- 
drangnlaires ayant leurs sommets en a et c", et pour base 
commune le parallélogramme bedf. 

Les huit^pjrvaliiides qui s'appuient sur les^ faces de l'oc^ 
taèdre , sont 2 

ladf, ûade, 5aeb, 4etfb, Ufc, 6bec, jecd;'%cdf. 

Les pyramides voisines ou vides, sont celles qui ont. deux lettres 
communes; en prenant les lettres communes avec. Le chiffre 
qui est joint, on aura les quatre sommets de. chaque pyra- . , 
mide vide. 

Suivant ces combinaisons, les pyramides vides seront les 
douze suivantes i 

laorf, 'i4«/, i^df, Q3ae, s^jed , 34ai , 
SÇbe, 45bf, 56bc, bief, Çjce , 78a/, 

• 14 
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daiia'*cliaclule desquelles il entre une des arêtes du parallélé- 
pipède circonscrit. 

En considérant deux de ces pyramides vides côntiguës , et 
leur donnant uh scHumet commun^ il est facile de prouver 
qu'elles sont toutes équivalentes : conséquemment la somme 
de leufs volumes est ^ de celui du parallélépipède. 

On a encore ces deux propriétés : 

1°. En supposant ^ix arêtes d'une de ces pyramides pro^ 
longées indéfiniment, si l'on en considère quatre quelconques 
opposées entre elles, deux â deux, il existe toujours implan 
qui, en se mouvant parallèlement à bii-^même, les coupe 
toutes, dans quatfe points qui sont toujours sur la circon-» 
férence d'un cercle} le diamètre de ce cercle varie suivant 
la position du plan, et il est le plus petit lorsque le plan 
passe par le centre du parallélépipède circonscrit. La posi-* 
tiàn de cè'ptah est susceptible de deux solutions éUfférentes* 

A®. Si parmi les douze arêtes prolongées des deux pyrm^ 
mides. conjuguées , on considère les liuit qui sont dans quatre 
faces quelconques du parallélépipède, parallèles entre elles 
deux à d^x , il existe un plan qui , en se mouvant pcarallè^ 
lement à lui-même, les coupe toutes en huit points qui sont 
toujours sur la circonférence d'un cercle; et ce plan est sus- 
ceptible de deux positions différentes. 

Théorème XXXXYIII. ^Si dans un tronc de pyramide 
triangulaire ABC, A'ffC^ on prolonge les côtés BA et B^A 
jusqu*à Usdr rencontre en L ; les côtés CA et CA! jusqu'à 
iéur rencontre en M; lés côtés CB et CB' jusqu'à leur 
Fig.ao;. Tencùntre en Tf; qu'ensuite on mène les diagonales Aff, BAf 
qui se coupent en l, les diagonales CA' , CA qui se coupent 
m ta, et enfin les diagonales BC , B'C qui se coupent enn; 
les six points L, M, N^l, m, u sont dans un même plan. 
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En effet les trois points 

L, M, N .se trouvent placés/ A, B, C ^ ayecle /A', B^, C 

L , m , a f**^^ '^^^^^î^ ^°*«^Aa , B , C f P^^ ^^ U', B', C 

> section du plan < ^ >passe par^ ^ 

^> M, /i Iqyi p^ggg p^^ jgg )A, B', C l ig3 ^j.Q|3 lA', B, Cr 

l, m, Nj trois points (a', B, C ^ points (a, B', C 

Or deux quelconques de ces quatre droites d'intersection 
ayant ui^ point commun , ^ch4bune d^elles yà nécessaii:ement 
couper les trois autres , et par conséquent ces quatre droites 
et les six points sont dans un même plan. 

Problème LXXVlIL Étant données les faces et une pyra-* 
mide tétraèdre ou triangulaire , trouver sur sa base le pié de 
la perpendiculaire abaissée du sommet , et cette perpehâicii-^ 
laire en longueur vraie y en ne faisant usage que du ooTApisJ 

Construction. Soit le triangle ABC la base delà ]^â- 
mide , et soient ACE , BCD , ABF les plaxl^ trîàfiérfîairea 
qui vont se réunir à son sommet qui est là réùnl6Vi'''dès 
trois points D , E , F ; jdu centre C et du rajrpp CD za:€jE, , 
soit décrit un arc qui passe par les points e et,£2;, du centre 
B et du rayon BD soit décrit un arc qui le cpùjjië* en'êT^ Fig.aoS; 
du centre A et du rayon AE , soit décrit un arc qui le 
coupe en e. Le point P intersection des droites ud , Ee' 
sera le pié de la perpendiculaire. Si l'on divise la droite CK 
en deux parties é^es au point m, que du eeul^re ffi: :et du 
rayon mC on décrive la demi-circonférence CpE , et qu'on 
prenne la corde <!p = CP , là corde supplémcfntaire^Ê^^^era 
la hauteur de la pyramide. 

Démonstration. Noipmons S la réunion des trois points 
D , E ^ F dans la pyramide formée : si l'on mène dans la 
face SCB ou DCB la perpendiculaire Sh ou Dfr à CB , et 
à ce point h une perpendiculaire à CB , elle contiendra le 
point P ; de même si du point S et dans Ja face SCA on 
.ISCA , on mène & AC la perpendiculaire S6 ou £A, et de co 
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point k une perpendiculaire à AG , elle contiendra le point P ; 
fil l'on suppose que la face BSC de l'espace tourne autour 
de BC , jusqu'à venir se rabattre sur le plan de la base , la . 
perpendiculaire S% viendra se placer suivant Dh dans le pro- 
longement de la perpendiculaire hd ; donc le sommet S doit 
être verticalement au-dessus de hd, et conséquemmentle pié* 
de la perpendiculaire doit être sur hd; on prouverait de la 
même manière , qu'il doit être sur ke; donc , etc. De plus^ 
les deux triangles GPS , GP£ scmt rectangles en P et p , et ils 
ont même hypoténuse GS=0£y et, par construction , CpzitCP; 
donc PS = p£ ; donc p£ est la hauteur de la p3rramide. 

Théorème XXXXIX. Les volumes de deux pyramides 
qui ont un angle trièdre égal » sont entre eux dans le rapport des 
arêtes contiguës à cet angle. 

£n eiFet , menons A^B et A^C , nous formerons les deux py- 
ramides A'SBG , A'SB'C\ qui ayant même hauteur , parce 
^'elles ont. l'une et l'autre le sommet en A^, sont entre elles 
comme les hase» ; on aura donc 

Fig^aog. A'SBC : A'SB'C 1 1 SBC : SB'G' : :> SB X se : SB' X se, 

parce que les triangles SBG et SB'C ont l'angle en S commun* 
Les deux'pjramides BSAC, 6SAX qui ont le sommet en Bj, 
sont aussi dans le rapport de leurs bases ASC et À'SC ^ on aura 
donc 

BSAC:BSAX::ASC:A'sc::SAxSC:SA'xsC::SA:SA'; 

multipliant cette proportion terme à terme par la première , il 
viendra *' 

SABC : SA'B'C :: sb x se x sa : sb' x se x sa'. 

Théorème L. Si sur chacune des arêtes qui partent du 
sommet A d'une pyramide triangulaire ^ on prend à volonté 
des points m , n , p pour former le triangle mnp sur la sur-^ 
face de la pyramide, et qu'aytmt supposé les diagonales Bu ei 
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Cm ; Cpet Dû ; Dm et Bç , on mène encore par le sommet A ^»6 *'^* 
€t les points i intersection D^^ ^, C de Bn et Cm , Cp et 
Dn ; Dm et JBp , les transversales Asl , Abl, A^\ nous dé- 
montrerons , 

1® Quê les transversales Da. , Ssl\ Ca." se couperont toutes 
en un même point A' de la base BDC ; 

Ja* Que les quatre transversales AA\ BB\ ÇC ^ DU se 
couperont aussi fin un même point K de l'espace, 

1*». Chacun des triangles ABC , ACD , ABD est coupé par 
trois transversales partant de ses angles et se croisant dans 
un même point; donc, d*après le théorème XY (Rec de 
Théor. et Probl.) , on a ces propriétés 

A,m . Ha . C/i =: An . B/7i • Ca 
An . Ca' . Dp z=z Ap . Cn . Da' 
Ap . Da" . Bm = Am . Dp . Ba!'. 

Multipliant toutes ces égalités membre à membre et supprî- ^ 
mant les facteurs communs ^ on aura 

Ba . Co^ . Da" = Ca . Jyd . Bo^. 

Donc, d'après le même théorème, les trois drgites Da'^Ba', Cç," 
se coupent en un même point A^. 

q!^. La droite AA' esta la fois dans les trois plans ADa , ABa', 
ACa"; donc puisque Aa passe par Tintersection des droites Cm 
et Bn , la droite DD' sera dans le plan ADa qui contient AA', 
et par conséquent ces droites DD^ et AA' se couperont* On 
prouvera de la même manière , que les droites AA', BB',.CC', 
DD' se couperont toutes deux à deux } donc la droite CG, - 

par exemple , qui n*est pas dans le plan ADa qui contient 
DD', AA', coupe DD'; d'ailleurs elle coupe AA';donc elle 
coupe en même temps DD' et AA', ce qui ne peut avoir lieu 
sans qu'elle passe par leur intersection. Donc les quatre droites 
AA'^ BB', CC; DD' se croisent trois a trois dans un même* 
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** point , et nécessairement dies se croisent tontes quatre fat 
même point. 

M. (!^arnof démontre encore dans Tonvragecité , que les plant 
prolongés rnnp , CI/B' et CDB ont une intersection conmimie ; 
mais comme Tanteur se fonde sur plusieurs théorèmes que nous 
n'avons pas fait connaître , nous ne pouvons que renvoyer à 
la lecture ^e la seconde partie de son traifail , bien £ût pour 
intéresser les amatëni^ da la belle Géométrie. 

M. ZiégpeTK^re a résolu (Liv. V, Prop. XXTV et X8LV) cet 
deux problèmes sur les pyramides triangulaires. 

1^ Etant donnés les trois artgles plans ou les trois faces, 
trouver P angle que deux de ces faces font entre elles ; 

a^ Etant données deux des trois faces et leur inclinaison , 
trouver la troisième face. 

En observant qu'il y a dans tonte pjnramide triangulaire^ 

six choses à considérer , savoir , les trois faces et les trois inr 
clinaisons , nous nous proposons ici de résoudre quelques ques- 
tions ayant pour objet de déduire trois de ces six choses des 
trois autres suf^osées données. 

Problème LXXIX. l^ Étant données deux faces et une 
ihclinaison non comprise , construire la pyramide. 

I 

Ainsi on donne les deux faces DSC, CSB, et ]*ang1e de la 
face DSC avec la face indéterminée DSX , et il faut trouver 
cette dernière face , c'est-à-dire , construire la pyramide. 

L'angle des deux faces DSC , IdSlL est celui des deux lignes 
d'intersection de ces deux faces par un plan perpendiculaire 
Fig.3ii. à leur commune arête SD ; si on imagine que cet angle tourne 
autour de son côté DE jusqu'à venir se coucher sur la face CSD 
supposée dans le plan de la planche > il sera en FDE. Lors donc 
qu'on voudra se représenter la face illimitée ou inconnue DSX 
en position vraie , il faudra d'abord concevoir le plan de Tangle 
FDE vertical j et la face DSX tournant autour de l'arête 1>S , 
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jujqu'à venir s'appuyer sur DF. Alors si Ton imagina que la face 
donnée CSB qui est représentée dans le prolongement de DSC, 
tourne autour de l'arête SC > elle engendrera par son arête SB 
la surface d*uA cône ayant son sommet en S ; et suivant la re- 
lation qui existera entre les angles FD£, CSB donnés, il arri^ 
vera que la surface de. ce cône sera coupée suivant deux arêtes 
par la face illimitée , ou que celle-ci lui sera tangente ^ ou enfin 
qu'elle ne le rencontrera pas» Dans te preoiier cas , il y aura 
deux pyramides possibles ; un# seule dana le second ; et enfin 
le problème sera impossible dans le dernier. Nous ne considé- 
rerons ici que le cas de deux intersections > parce ^*il reôfeAne 
le second. 

Du point D'je mène un plan vertical perpendiculaire à Ta-' 
rête SC ; il coupera la face illimitée en position vraie ^ suivant 
une droite , et la face donnée CSB , suivant une Kgne qu'on 
voit en KG dans le rabattement de cette face sur. k plan 
horizontal. Que la face CSB retourne dans sa position vraie , 
le point G décrira une circonférence GHLI dont le centre 
sera en K et le rayon KG , et dont le plan sera vertical : 
daus l'hypothèse que nous faisons , cette circonférence qui 
est la trace du point G dans l'espace , et qui est toute entière 
sur la surface conique décrite par SB , est rencontrée en deux 
points par l'intersection avec la trace illimitée du plan vertical 
mené paf D et dont la trace horizontale est DK : il s'agit donc 
de treuver ces points de rencontre. * 

• A cet elFet , supposons au point K une verticale prolongée 
jusqu'à la rencontre de la face illimitée en position : si Ton 
conçoit par son extrémité , une parallèle à SD, ou. une horii 
zontale dans la face illimitée prolongée jusqu'à ce. iqu'ellei 
rencontre, en un point F le côté DF en position , la V<Érticde 
en K sera égale à la hauteur F£ ; et Isft.pcâQtftde cencîpjitre 
de la traee, dans la face illimitée, du plan vertical 6iûyA«itI>K- > 
et de la circonférence GHLI en position, seront. ceux quV>a 
cherche. 

Imaginons maintenant que le triangle vertical formé par 
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DK^ la verticale en K et la trace dand la face illiUiitée | 
tourne autour de DK comme charnière , jusqu'à se rabattre 
dans le plan de la face DSC ; la verticale passera toujours pat 
K, et ne cessera pas d'être perpendiculaire à DK^ cOnséquem^ 
ment ejle viendra se placer suivant RC ; et si Ton ptend 
K7n=£F, son extrémité tombera en m :. d'ailleurs la cifcon^ 
férence, décrite de K comme centre avec le rayon K6,ra-^ 
battue sur le même plan^ est GHLI : donc menant Dm , et 
prolongeant cette ligne , les points de rencontre L et H seront 
ceu:( qu'on cherche* 

£n effet y qu'on se représente tout en position vraie , on verra 
aisément que les points L et S , H et S déterminent les deust 
limites de la face indéQnie. £n observant que^ dans t'ofites 
les positionà de cette face autour de DS , le point L , par 
exemple ^ est toujours sur une circonférence décrite deD 
comme centre, avec DL comme rayon, circonférence qu'on 
peut décrire sur le plan horizontal , et qui est LX^, et qu'aussi 
ce point qui coïncidait avec G dans la pyramide formée $ 
est toujours "«ur une autre circonférence décrite du centre- 
S avec le rayon SG , et qu'on voit en G IX', il sera facile de 
reconnaître que SXf est une des limites. La seconde limite SX 
seradonnée par l'intersection X des circonférences HX et GX. 

Il n'y a qu'une pyramide possible lorsque la ligne D/n 
est tangente à la circonférence GHLI : le problème n'a pas 
de solution , lorsque cette ligne Dm ne rencontre pas la cir-* 
conférence. 

Problème LXXX. 2°. Etant données deux inclinaisons et 
la face adjacente , trouver la troisième arête de la pyramide , 
ou les deux autres faces é 

Sôit BSC la face donnée dans le plan horizontal ; soient FDE, 
F'D'E' les deux inclinaisons connues , il s'agit de limiter les 
deux autres faces. 
tig.aïa. Prenons sur les côtés DF, D'F' en position dans l'espace , 
deux points G, G', de manière que Dh ou Gg'= G'g^, et 
menons par ces points qui seront à même hauteur au-dessus 
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du plan horizontal , des horizontales dans les faces illimitées ; 
elles couperont Tarête inconnue en un point dontla projection 
horizontale K sera Tintersection des projections horizontale» 
GK , G'K des horizontales menées par les points G et G' 
de l'espace. 

Si Ion fait mouvoir les plans ST/V , SDF , qui sont les 
positions ^Taies des faces illimitées , l'un autour de SB , Tautre 
autour de SC , jusqu'à ce qu'ils viennent en BSX', CSX dan» 
le plan horizontal y le point de l'arête inconnue dont K est la 
projection horizontale , viendra se rabattre sur l'un des point» 
des perpendiculaires KL , KL^ aux arêtes SC, SB; de plus ce 
point restera à une distance du sommet S égale à l'hypoté- 
nuse d'un triangle rectangle qui a pour côtés adjacents à l'angle 
droit , SK , g' G' ou Gg ^ donc , dans le développement , ce 
point sera aussi sur le cercle décrit de S , comme centre , 
avec cette hypoténuse pour rayon , et par conséquent il se 
trouvera à la rencontre de ce cercle L'IL qu'on peut décrire 
dans le plan horizontal , et de chacune des perpendiculaires 
KL, KL' ; donc DSL , D'SL' seront les faces cherchées. * 

Nous ferons connaître le procédé graphique qui donne la troi- 
sième inclinaison : on observera cependant qu'on peut employer 
la construction donnée par M. Legendre. 

£n supposant toujours la face BSC dans le plan horizon- 
tal , nous couperons la pyramide par un plan vertical XBC Fig.aiS. 
qui rencontrera le premier suivant BC , ensorte que les deux 
autres fates seront SBX et SCX , et il s*agira de trouver, 
l'angle entre ces deux faces, puisqu'on connaît déjà les autres 
inclinaisons. L'arête SX^ suivant laquelle se coupent les faceit 
SCX, SBX, pe—.w.c le plan horizontal en S et. le plan 
vertical en X. <^omme le point X a sa projection horiîon- 
taie sur BC. en L , et que S est dans le plan horizontal , RS 
sera la projection horizontale de l'arête SX. L'extrémité S 
est projetée verticalement en Q parla perpendiculaire SQ suif 
BC ; l'autre extrémité X est sa propfe projection verticale ; 
donc QXestla projection verticale de l'arête SX. ^ 
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Imaginons un plan perpendiculaire en nn point qaeloonqn^ 
de Farête SX, et con5équemmeAt perpendiculaire au plan SRX 
suivant lequel cette arête se projette horizontalement ; qne 
sa trace horizontale soit , par exemple , MN : ce plan coupera 
les faces SCX , SBX suivant deux lignes qui formercmt entr« 
elles un angle opposé à MN , lequel sera Tangle cherché. 

La trace horizontale MN sera perpendiculaire à la pro-* 
jection horizoï^tale SR de Farête SX , puisque MN et SR sont 
les intersections de deux plans perpendiculaires entre eux par 
un troisième plan qui estBSC. 

La droite menée du sommet de Vangle cherchés, i Tinter- 
section P de SR et MN , est la hauteur du triangle formé par 
MN et par les deux côtés de cet angle , ce qu'il est facile de 
Toir y en observant que la projection horizontale de son som- 
met , est en quelque point de RS , trace horizontale du plan 
projetant de RX qm contient ce sommet. 

Si Ton fait tourner ce triangle autour de MN ^ comme char- 
nière y jusqu'à ce qu'il vienne se coucher sur le plan horizon- 
tal vers S , sa hauteur passera toujours par P ^ et ne cessera 
pas d'être perpendiculaire à MN en ce point , ensorte que 
l'autre extrémité qui est le sommet de l'àngle , viendra se ra- 
battre sur un des points de la droite PS en T , par exemple ;. 
on connaîtra donc la troisième inclinaison MTN. 

Pour trouver la longueur vraie de la hauteur PT, supposons 
que le triangle SRX tourne autour de RX comme charnière , 
jusqu'à venir s'appliquer sur le plan vertical ; le point S 
décrira dans ce mouvement un arc SS' de R comme centre ^ 
avec le rayon RS , ensorte que l'arête SX se placera en XS'; 
le point P aura décrit l'arc PP' de même centre et avec le rayon 
RP : si du point P' on mène P^P" perpendiculaire sur S'X , on 
aura la hauteur PT qui , comme nous lavons vu , fait trouver 
le point T , et conséquemment l'angle cherché MTN. 

Problème LXXXI. 3°. Connaissant dans une pyramide deux 
faces et [inclinaison comprise , déterminer la troisième face. 
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Soient BSC, BSD )es deux faces données développées sur Fig.ai4. 
le plan de la face BSC^ supposée horis^pntale : ayant mené im 
plan ABO perpendiculaire à la droite SB, lequel coupe la prer- 
mière face suivant BD , et la seconde suivant AB ; l'angle 
FBD de AB avec BD sera TinclinaisoQr donnée de la face AS& 
sur la face BSC. Ùàvéte SA partant de sa position dans 
l'espace ^ et toiimant autour de SB comme axe , engendra "^^ 
la surface d'un cône droit dont la section par le plan vertical 
ABD qui contient l'angle FBD , est le cercle AaF doat le 
centre est B et Ir rayon BF:= BA^ cercle dont nous suppose*» 
rons le plan rabattu sur le plan horizontal. Le point F en 
position vraie ^ dont la projection horizontale est D , appari- 
tient à l'arête cherchée dans Fespace. Qu'on fasse tourner 
cette arête autour de SG comme axe > elle engendrera la 
surface d'un cône droit ^ et le point F ^ en tant qu'il appartient 
à l'arête inconnue SX , décrira un cercle dont le plan D£I^ 
est perpendiculaire à SC : la troisième face cherchée étant 
ainsi appliquée dans le plan horizontal , le point F doit tom- 
ber sur DL , et parce que sa distance à S n'a pas varié , il 
doit être sur le cercle décrit de S , comme centre , aVec le 
rayon SA : ce point est donc en L , et la face cherchée est CSL. 

Problème LXXXII. 4^. Etant doiméas les trois faces d'une 
pyramide , troui/er les trois inclinaisons. 

Supposons la pyramide développée sur le plan de la face 6SC 
qui est toiîjours celui de la planche , ensorte que les deux autres 
faces soient en CSD , BSD' : après avoir pris SD=SD', non« Fi-jnj, 
mènerons par D etD' deux plans perpendiculaires aux arêtes SC 
et SB , dont les traces horizontales seront DO,'iyO. Si on iraa- 
gbe la p3rramide formée, les droites EO et ED, E'O et E'iy ar- 
meront deux angles qui mesureront les inclinaisons des face* 
CSD, BSD' sur la face BSC. Il s'agit donc de trouver graphique-» 
ment ces angles. Les points D et D' réunis en un seul dans l'es^ 
pace ,ont pour projection horizontale le point O , puisque dan» 
les mouvemens de rotation des faces CSD, BSD' autour det 
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diarniè jes SC ^ SB ^ ils décriyent des arcs de cercle » dont lef 
projections horizontales sont D£0 , lyE'O } ensorte qne la 
lianteur de D ou de IX an-dessus de O , les droites OE et £D 
forment nn triangle rectangle dans lequel l'angle opposé i 
]a verticale est rincUnaisoû de CSD sur BSC : l'angle OlEft/ 
en position est aussi l'inclinaison de BSiy sur BSC. Si on 
fait tourner le triangle OED en position vraie , autour de 0£ 
•comme charnière , jusqu'à ce qu'il se rabatte sur le plan ho- 
rizontal , la hauteur verticale' tombera suivant OK perpendi-- 
culaire à OE ou parallèle à £C ; l'hypoténuse ED n'aura pas 
varié de longueur : ainsi décrivant de £ comme centre avec 
le rajon ED ^ un arc de cercle DK , l'ange OEK sera l'in- 
clinaison de la face CSD sur BSC. On trouvera, par la même 
construction , l'angle OE^K' , inclinaison de l'autre face IXSB 
sur BSC. On doit avoir OK' = OK y puisque dans l'espace , les 
points K et K', D etIK se réunissent en un seul. 

n reste à trouver la troisième inclinaison , question résolue 
précédemment. 

Problème LXXXIII. 5*. Etant données toutes les arêtes 
d'une pyramide y la construire. 

M , N , P étant les centres de trois sphères , nous avons vu 
'S- 01. Çpag^ ig^ ^ Prob. LXXVI) que Tintersection des deux pre- 
mières est un cercle dont le plan vertical passe par CI , et que 
l'intersection de la première et de la troisième est pareillement 
un cercle dont le plan vertical a pour trace horizontale gL Le 
point H qui est la projection de la ligne suivant laquelle se 
, coupent ces deux plans verticaux , sera en même temps celle 
des points d*intersection des trois sphères. 

Si^ maintenant on relève les triangles MPg* , NPK , NMI , 
en les faisant tourner autour des lignes PM , PN , NM, comme 
charnières , les points g , K et I se réuniront dans l'un des 
points d'idtersection ci-dessus , par exemple , dans le point 
supérieur au plan de la planche , et il se formera une py-^ 
ramide dont la base est le triangle M>'P qui est dans le 
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plan de la planche. Il est facile de conclure de là la solution 
de renoncé. 

Théorème LI. Si par le sommet d'un angle trièdre , on 
mène des droites perpendiculaires à chacune de ses faces , 
les plans qui contiennent ces lignes deux à deux , formeront 
un nouvel angle trièdre dans lequel les angles entre les. 
arêtes seront égaux aux angles ou aux inclinaisons des faces 
du premier , et les angles entre les arêtes de^ celui-ci , seront 
égaux aux inclinaisons des faces du nouvel angle trièdre. 

Nous ayons démontré (Réc. de Théor. et Prob. , Théor; 
XXXX) que si par un point quelconque de la commune 
intersection de deux plans , on élève une perpendiculaire à 
chacun de ces plans , l'angle de ces lignes sera le même que 
celui des deux plans. 

Soit Ae la perpendiculaire à la face ÂFG ; elle le sera par Fig.ai6« 
conséquent aux lignes AG , AF menées par son pied dans le 
plan AFG ; en raisonnant de même pour Af^ Ag respectivement 
perpendiculaire aiac faces AEG , AEF^ on conclura que 

Ac perpendiculaire sur AFG , Test sur AF , AG ^ 

Af perpendiculaire sur AEG, Test sur AE/AG 
Ag perpendiculaire- sur A£F ^ l'est sur AE, AF; 

mais, 1* AE en même temps perpen^'culaire sur Af^Àg ; 
l'est au plan/Ag; 

a^ AF en même temps perpendiculaire sur Ae , Ag , l'est 
au plan eAg} 

3° AG en même temps perpendiculaire sur Ae , Af, Y est 
au plan eAf. 

Or , d*après le lemme , les lignes Ae , Ag font entre elles le 
même ans^le que les plans ou faces AFG, AEF auxquels elles 
sont respectivement perpendiculaires ; il en sera de même de 
l'angle entre les arêtes AE , AG , compare à Tangle eitre les 
Iflans/Ag , eAf. Ponc les angles enidre les arêtes de Tun^d'ea 
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angles trièilres , sont ^gaux aux angles entre les^ faces dm 
l'autre , et inversement. 

Remarque. 

m 

Ces six <{uesti6ns qu*on peut se proposer sur la p}rramide 
triangtdaire , savoir : 

^1^. Trois faces étant données, trouver leS trois inclinaisons ; 
â^ Trois incUnaisofis étant données y trouver les trois faces ^ 
3* D^ux faces et l'inclinaison comprise étant données^ 
• 4^ Deux inclinaisons et une face adjacente étant données ; 
5*^ Deux faces et une inclinaison non comprise étant 
données; , , 

6*^ Deux incîinûisons et une face à laquelle une seule de 
ces inclinaisons est adjacente , étant données , 

■ Construire la pyranndè*, 



piBUyent encore élre iiédintes à tms ^ tpar la considérattôD de 
la pyramide rappléme^tàire doiit nous allons indiquer laooii»* 

truction. 

l['héqrèmeîrtV,'Chacun des six angles d* une pyramide , sa^^ 
i^oir y les trois angles entre les arêtes. et les trois angles entre 
les faces , a pour supplément l'un des angles de la pyramide 
foruvée. par trois plans ^perpendiculaires à ses arêtes, • • 

a^ b y c étant les trois arêtes de la pyramide proposée , 
celle qui est formée par trois plans dont chacun est perpen- 
diculaire à chacune de -ces arête», jouit de cette propriété 
que chacune de ses inclinaisons a son supplément parmi les 
angles . enti'e les arêtes de la proposée. Pour le démontrer, 
qu'on se représente une des faces de la pyramide proposée , 
par exemple , la face ab , les plans de déilxdes faces'qui appar- 
tiennent à 1^ nouvelle pyramide et qui sont perpendiculaires 
l'un à Tarête a , l'autre à l'arête b , coupent cette fàçe ab , 
Buivant deux droites dont l'inclinaison mesure celle des plans y 
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or dans le quadrilatère formé par ces deux droites et les arêtes 
a et & ^ il 7 a deux angles droits; donc les deux autres angles 
de ce même quadrilatère , sont supplémens Tun de Tautre ; 
donc Tangle entre les arêtes à et b est supplément de l'angle 
compris entre les deux plans qui appartiennent à la nouvelle 
pyramide. On verra de la même manière que les angles entre 
betc) a et c sont supplémens des angles qui mesurent-les in- 
clinaisons de» plans perpendiculaires aux arêtes b et c ; 
a et c. 

Si on nomme a\ b\ d les arêtes de cette seconde «pyra- 
mide , celle dont elle dérive çst formée par les trois plans 
perpendiculaires aux droites a\ b\ c^; donc l'angle de deux 
quelconques dé ces plans ^ de ceux ^ par exemple , qui sont 
perpendiculaires aux arêtes </ et b\ est supplément de l'angle 
compris entré ces deux arêtes. Donc , etc. 

Cette propriété a fait nommer l'une de ces pyràmide^l./a\sup- 
plémentaire de l'<iutre. • ' • ' 

Corollaire, Ainsi connaissantlps trois inclinaiflorisAy £> G d'une 
pyramide , si Ton veut trouver les trois faces ou lel trois angles 
entre les arêtes , on prendra les supplémens des angles A, B, C 
pour les angles entre les arêtes d'une nouvelle pyramide , on 
déterminera les inclinaisons de celle-^i , et. leurs âupglément 
seront les angles cherchés. On rapportera de la même ma-^ 
nière les quatrième -et- sixième combinaisons aux troisième et 
cinquième. 

Problème LXXXIY. Inscrire une sphère dans une pyra* 
ifiide triangulakû dont les quatre commets sont donnas. 

Si rpu suppose , pour simplifier , que l'une des fâcçs de: la 
pyramide soit dans le plan horizontal de projection , on pourra 
déterminer les pUuis -des trois autres faces ^ puisque chacun 
de ces plans doit passer par trois points -donnés. Que par cha- 
cun des côtés de la face horizontale, on mène ua plan qui 
divise également Vangle entre cette face et celle qui la, ren- 
contre suivant le côté par lequel est conduit le plan , tout 
«é réduiij^ à trouyer Iti projections horizontales et yerticalet 
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des interjections de ces trois plans pris deux à deux; ces.' 
intersections se couperont en un point qui sera le centre- de 
la sphère , donné par ses projections^ et on en conclura celles, 
du rayon , et conséquemnient sa longueur vraie. Nous avons 
supprimé les détails des constructions^ parce qu'ils nous auraient 
mené trop loin. 

La question de circonscrire une sphère à une pyramide» 
revient à celle qui a été résolue ( page 196^ prob. LXXIY). 

Des Polyèdres. 

Théorème LUI. Le quarré de la diagonal^ de tout paUrat* 
lélepipède rectangle , est égal à la somme des quarrés dé ses 
trois arêtes, 

Fig.ai7. Soit 6L un parallélépipède rectangle dont AK estja dia- 
gonale et dont AB^ AG , AD sont les arêtes; je dis qu'on 

aura AK = AB + j^ + AD. Joignons AI ; ht triaoglle^ 

AIK. , rectangle en I, donne AK = AI -f* IK ; le triaà^e 
rectangle AGI donne ' . . 

ÂJ = AC*+ cl*; 
donc puisque IK = AD et IG = AB , on aura 

AK*= AB*+ ÂC*+ AdV 

proposition déjà démontrée (pag. i85). 

Corollaire /. Multipliant par 4 les deux memltres de cette 
égalité, il vient 



4AK = 4AB + 4AG + 4AD ; 

d'où Ton voit que dans tout parallélépipède rectangle y la 
somme des quartes des côtes est égale à la somme des quarrés 
des diasçonales .• proposition que M. Legendre à étendue à uu 
parallélépipède quelconque (Prob. Y, noté Y)., et que «ouf 
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allons «déduire comme corollaire d*un théorème plus gjb^ral 
sur rhexaèdre in>^gulier> .... , 

CvroUdiré ÎI. Du théorème" précédëritVilfemt'qtté/dârià ua 
cube X le 'ouarré 4© 1*. 4wgoi^^ est ég4 auJtriple d" quarré 
d'un des côtés. En effet , soient AK un cube quelconque , et 
AK Ba_'3iagQn?jile ; on atirà _ . • . !. 



.K^ 9 O 



donc 



AiC=^3ABj d'où AK : Ap :: t/3 : 1. 

D!où J\<m.T«it (Oéom. , JLiv., ly, Prop. ly ixSchoI.> que.Za 

équilatéral inscrit à }Ln ^cff'çle.^dfcrit avec un Tff^ojif^égckl ^ 
eôté de ce cube, 

Pr6bIèïùe"LXXXV; • Conîfdissàhf'les -^trs ^èun pamlléle-- 
pipède rectctngle , trouver la diagonale et les angles quelle 
forme avec les côtés... '^ ' ~" ' 

Pn^ Si,, m d^îp*n^ -par t^vp >fi >d^]f? Oàt^, AÇ^ AC , Fig.aiS. 

AF = AC + CF ; 

.» f.l f ■ » Mil A 

AT = <^ î= AF^4. EF = a* -f-B* + c«. 

Les ang^ÀBE /ÀCE^. AD]£ ^f^tdfôiTd'letfriyuus seront 
égaux au tay:on^ue\nouf lClt)poserQ.ns égal à l'unité; les angles 
AEB, A£Ç>^,A£D^erôn|Tt| ësb^i^ûl^eatf âëAanglesBA£==<e^ 
EAC =Ç , EAD == > , et les triangles ABE , AEC , AED 

donneront" * '-^o--' -v.fiv^-j/.»: nnV. t r"\n:rv:i ûi:d ^'.?^ 

AE : AB :: sin ABE : sîn AEBj rd î a :: I : cos « ' 

AÉ r3i« -:: sinAGRi sifa (ftfcof --tfoi' -w if-ii' i^^hi 

AE : AD :: sin AÏ^E : sin AEDJ .^(d : c :: i : cos jr^ 

on aura donc .- t . * ^ ^ \^ ' " *" " " î 

(a),..co8 <t = -j , (3),...co8 C = -s, (4) . ..cosa^=:-5: 

i5 



on tire de la , i* 

C05V+ cp8*C + coiîy s=5 — .^ - — =:i..,,(5); 
formule déjà obtenue (pag. 189, Théor. XXXY^ Lttn.); a* 

rc\ ^ cosC a cosa b , C09C 

^0 j .... — = , — = — — - . - =s ■ , 

a cosct c cos}^ c oo8}^ 

Les angles ^'^ C , et' formés par la diagonale AË'ayec les 
finies ABF€ i^ ÂBO'B , ACÏD étant les complémcttnr de* angles 
ylC\ et fbtmér par fa même' diagonale ayee les petpoiditiii-^ 

Irires AD , AG ^ AB à ces faces V on^anra 

• ■ 
(7)»r.,«fli(iV,sscp« «(.;=:; -n » sin C s=scosC=x<2» 

■- ' ./■-■■■■■■■•• e 

sm > = COS >r = 2* 

Si l'on tii^-les ffiâgdnafiBs'AF, AG, AI, les angles ASF, 
ADG , ADI étant droits., on jb:ou?era 

t^ncr FAR — BF_i_COsC 

tang FAB == r^-r = - = 

., .dA a jpostf/ 

^^ M ^ GD a. cos«i 

<?)— ^<tws Q^. !r:5Â =^ c ==^è5i> 

.; .- ..;••:•; J.. ■. 'v-r-i'--' ■'■Ï>I -■ 5 co«C ■ ■ 






DA ' c -cosg^ 

1 . < , - f 

Ces huit formules sont d'un très-grand usage dans l'analyse 

géométrique. Nous allons en tirer d'autres conséquences. 
• .... - ■ . . i, . ' 

ÇorojUairek Des égalités (»} > (3) et (4) Qn déduit «ncore 

ùly ' ac ••''-''- bc ' M '- 

-T^ = cos A cos C , ;^ = cos * cos y ^ "ll^^^ ^^* •, ^^' T' » 

ensorte que la surface totide S du parallélépipède rectangle 
est 



S^=:2(ab'i'ac-i'bc):=zad^(x:o$a. cos ^-f*cose& cqs^-{~cos Ccos 5^)^ 
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» — 

•t son Yoliune V est. 

:: VsfcMïftc=d'c69'fl6C08Cc08>, 

Y oyez la Géométrie 4» Legèndre {î^ottY ,'VtoK IV et V). 

Théoprème LIY. Dans tout prisme quadrangûlàire ; la 
somme des quarrés des côtés , excède celle des quarrés des 
diagonales , de huit fois le qûarré de la ligne qui joint leurs 
milieux. f| 

En effet ^ ebitT^G un prisme qnadrangnlaire ^ soit O lé point ]<*ig.2ig 
d*interjiec^Q&.:tIéft déàx diagonales Dû ^ BE ^ et P celiir dfes 
diagonales AF , CH. Les parallélogrammes BGED , ACFHL 
donnent ^ 

BE*-|. DG*= aÎDE + aBD*, 
AF*rH CH*= flDl*+ flïc* 

Ajoutant ces deux égalités membre à membre, il TÎ^Dt (ftédp.' 
Liv. III , Prop. XI). 






BE*+ DG*+ AF*+ CH*=r4DE*'+ a (^dV^AC*) 
= 4d£*4. aÂB*-i» IbgV âêD^-f âÏBf*-^ 8M?f ; 

11 et N*ét;^lilet fl^ilien» des diagonldesBD f AC Qr feignons 
MO et NP : jchsODne de x:ea.l]giièiséta {Parallèle à D£ et égale 
à ; DE ; dionc la fignre MNPO est un parallélogramme ; donx^ 



I. 

M.'> ._ '.«1 ^.»i'.^ '■ ..-<i'. . 



BeV DG*+ AF*+ CH* 
ia l^J-^ âiiA.+ ÎBç'-f, iœ V '»ÂD-i^ «Ôp! 

«> ' 4DE +^-IÂB*+ îiG^-f î^*+ 5aD ' 

= BË*fDG + AFr(.CH + 80P. 
Donc , ttc; 
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Cette proposhûm est Tanalogne de celle qui a été démontrée 
(D*cité) : nous la généndiseronsdaDB le Théorème 8iB?aiEt. 

Théorème LY. Sur thexaédre irrégulier. 

F ig.aao. ^^^ l'hexaèdre irrégnlier Ac, pour lequel noi» pœeioiu 

AiT^a , Ce — h , àb=e , ci f 
bc=g , admih , ac ■ m , bd^w^ ^ 



,. « , ,. J, 



E^a droite qtd joîiit les milienz des diagonale ' ' ' 

Diy = p , MM' = q, - 

' m ^ p , mm' s= q. 

Cela posé, les quadnTatfre» âbcd, ABCD donnent ( Récip., 
lav..m,Prop.lX) . 

«n» + m'» = «• +/• + g» + fti - i(^ 
M»,-|. M" = EVrf F» 4- G* + H« — . 40»; 



— k « < 



les gipadiilatères BÙdàyJLCcafoiarmroot de même 

. A» 4i B* + W* 4^M'• = D» 4- ly* +'4P', 

i^^j b^ + n^ 4 M^ =:i? + if* + 45fi». 

^ ....... ...*:: 

Ajontànt ces dernières égalités et substituant pour m^ "4'.'>l'& 
et M^-f-M^* leurs valeurs tirées des deux précédentes, on 

aura " • .. *-. 



I ' 



V+ 6*+ e»+/*4- gf + *H - / "^'^ '^'^^ ^+ ^^ 

formule qui y traduite: ea langage .ordinaire ,. fournirait Ténonci 
d*un beau théorème^ relatif aux hex^^res dont les côtés 
forment des quadrilatères quelconques. 

Corollaire. Lorsque toutes les faces d'un hexaèdre dèyien- 
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■ent des parallélogrammes , les lignes P ,p , Q , 9 soot nuHes y 
ne sorte que l'équation précédente se réduit à , . 

4A* 4. 4E* -f 4G» = iy 4. ly* + 1? -f df». 

..Théorème LVI. Si une ligne AB est divisée en deuxpartier 
'AI^ IB ^ le cube construit sur la ligne entière AB ^ sera 



(AI + IB)» i= AB = AI + BI + 3AI X BI + 3BI X AI. 

Théorème LYII. I^e cube construit sur la différence AI de 
deux lignes AB^ , BI , sera 

I 

( AB — Bt )3 = Ab'— BÏ*— 3AB* X BI + 3AB X BL 

IS^Qus laûsona à démontrer par la Géométrie ces detix pro^ 
positions quireYicinnent aux formules connues d'algèbre 

( ô -f 6 )5 = a» + 5a*b -f Sai* + P 
( a — i )3 = a» — 3a*4 + 3ai» — 6», 

lesquelles expriment la formation du cubé d*un binoitie. 

Théorème LVIII. Soit ABCDEMN, etc. unpolyèdre quel- pjg^^u 
conque ; si ton joint les' sommets de tous ses. angles A , 
B , etc. , avec, un point S situé où l'on voudra y je dis qu*en 
divisant les lignes SA , SB , etc. en parties proportionnelles ^ 
on formera un second polyèdre A' B! C Ù E!M' N\ etc. qui sera 
semblable au premier. 

En effet , les triangles ABS et A^B'S semblables entre e|ix^' 
donnent la proportion 

AB : A'B' :: SB : sb', 

•n aura pareillement 

BC : B'C :: SB : sb' -::. se : sa . 
, CD : aiy :; se : se :: SD : SD' 

' . - ,, DE i: «^1 .::: SD ; Sjy.. . , : 



t f I • • . 
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Or ces proportions étant liées entre elles par des rapporta 
communs , on aura 

AB : A^B' :: bc : va :: cd : ctd'. etc. 

En outre les angles ABC « A'BX^ etc. sont égaux , donc les 
bases sont semblables. 

Maintenant les pladi NAC et ACB étant parallèles à leure 
homologues N'AC, A'CB', Fangle ^èdre NACB est égal à 
Tangle dièdre N'A'C'B' : les triangles ABC et NAC sont sem^ 
blables aux triangles A'B'C, N'A^ : donc les points N et N' 
sont déterminés par des pyramides semblables.' H eix est de 
même de tout autre sommet M. Donc ^ etc. • 

Problême LXXXYI. Evaluer le volume d'un solide iet" 
miné par un plan horizontal ^ par quatre plans "uerticaux pa-* 
rallèles deux à deux et par une portion de surface gauche, 

Lemme I^'. Si par les extrémités j4, B^ C, D de deux 

Fie aaa. Parallèles AB , CD , on mène hors du plan ABCD quatre 

droites parallèles A^ ^ BB\ CC, DV égales deux à deux , 

sasfoirAA'=BBr,D1ï—CC\ les extrémités A\ B\ C^DF. 

sont dans un même plan. 

Car si les trois points A", B", C*, D" nétaiént pas dans un 
même plan , le plan mené par les trois points A", B*', C" coupe^ 
rait PD'' en un point d tel , que 4'on aurait Drf== CC*; car 
tout plan mené par les points A" et B" rencontre les deux 
autres parallèles menées par C et D , de telle manière qu*on 
a toujours CC = DD", comme il est aisé de le démontrer. 
Donc on autait CC* = DD" = Drf , ce qui est absurde. 
Donc , etc. • 

Passons à la solution de l'énoncé. 

Le plan horizontal est ABCD , les quatre plans verticaux soni 

Fig.2a3. ABB'A', BCC'B', DCCD', ADD'A', et la surface gauche esl 

A'B'C'D'. Cette surface gauche est engendrée par une droite 

indéGnie SS'qui se meut parallèlement au plan fixe ABA'B', 

en s'appuyant sur les deux droites A'D', B'C qm ws sont pas 
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dans un même plan, n résulte de cette çAné^tiouq»© toute 
section de la surface gauche par un plan parallèle au plan 
ABB'A' est utie droite KK'/puÎMlue cette ititJfeCfectiQn u^^st 
qu'une des positions de la génératrice. Si les droites A'iy> 
Ca étmnt piffallèles , la surËice A'B'C'D'^ deviêfl#4it m 
plan. 

Les arêtes AA', BB', CCT, DÛ' étant prolongées de manier* 
q|a*onait 



■ — » k 



A'A'=BB'si:o, B'B'=AA'=V,, D^jBsCCrcsi, 

C'C' = Diy=J', 



I ■ o ■ " * 



les quatre points X',V, C'/jy seront dans un ilidtte ^latf ; 
d*après le lemme. Si l'on représ^tigf par Y le vpli^me. ; . .i 
ABCDA'B'C'iy et par V }e volume ABCDA'B'GV^ie dis 
qu'on aura^ Y==:ï V'; ce qui.s^ réduit à progverqv^e t^pitp 
sectioA IWQP du solide Y' par un plan par^lèle au plan 
ABB'^A' e$t divisée en deux parties égales par "tiiflAîjamrK'K 
de la surface gauche , ou^ en d-aut^es termes , ijilé lè^ It^èzes 
RMKK' et KK'PQ sont éqviy^lens, A ce| effets ^t ^;^4i»r, 
^onale B'Cdaps la face BCC'B^: Qn:(wira 



» • r 



EM : BB' :: ce : cb' :: ck : c'b' ^ rEM = a x ^' 



U*où| ."' 
J ŒK = 



ek:cc'::b'k:b'c J Iek = &xS 

et conséquemment 

». 

Les trois plans parallèles ABB^'](t*f*^ ÉFCCD" coupent 
les droites ATK, B'C en partie proportionnelle ( Géom. , 
Liy. Y , Prop. XY ) ; de sorte que meMitt toiiagearfi A*Ià\ 



•-;• 
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dans la face A'D^A'D', on anra ' 

f ■ * 



1 



On déduit de là 



• ■ : • J 



et<âés relaèi«s '<i) et (•) l'égalité des droites MK ,PR'. On 
prouverait de même que'RK'=QK. Ainsi les trapèzes RMKK% 
K'KQP ont même surface , puisqu'ils ont même hauteur^ et 
que les :fl0ti|9 parallèles soQt ég^nx deux ^àdeu^ .» .. , 

f r - V 

- Celà-bbsé^, le solide Y' peut être considéré cdmiàe com- 
posé de déni prismes triangulaire^ tronqués , ayant' pdni^bue» 
ADC/ABC:'or (Géom.,IiT.'VI,Prop. XXII) . 

'j, ,^,ÇA:TJiè^' = i Abc ( AÀ* + DD- + CC) 
, .MCAf^:Cf = ^ ABC (AA' + BB' + CCO; 

ajbiitafat -^cék «égalités membre à membre ^ et observant que 
les triangles ADC , ABC sont égaux ^ que V == aV , et 



v.' ' 



il vient , en représentant la base ABCD par s 

aV = i . i i ( SAA" + 3CC") = i j (,VA' 4. CC*) 
= ii (a + a' + i+ 6'). 

Donc en&n 

Cette. formidttii^aFqii^bre. par son élégante simplicité, est 
d*un fréquent usage dans le calcul des déblais et des remblais. 
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Théorème LIX. Si par un point quelconque pris dans 
r espace , on fait penser plusieurs polygones égaux et paral- 
lèles chacun à chacune des faces d'un polyèdre quelconque , 
et présentant au point la même face qu*elle , la somme des 
produits de la surface de chacun de ces polygones par la 
perpendiculaire abaissée d'un autre point quelconque de l'es^ 
pace , sera égale à zéro , en observant de prendre négative-* 
meht celle de ces perpendiculaires qui tombent sur le revers 
de ces polygones (*). 

Nous démontrerons d*abord ce théorème sur des figures 
planes , et nous retendrons ensuite aux polyèdres. 

Soit d'abord un triangle BAC ; si on prend dans l'intérieur Fîg.as^ 
de ce triangle deux points m , m', desquels on abaisse des' per-< 
pendiçiilaires sur les côtés , et qu'on joigne chacun de ces points 
aux sommets A ^ B » C > en désignant par a, bâcles côtés op^ 
posés aux angles A , B et C, on aura 

u(mft — mT) + b (^ml-^m'P) + c (mA — m'A' ) = o. 

Maintenant si par le point m' on mène trois lignes A'C^ 
A'B', B'C égales et parallèles aux côtés AC , AB , BC , et qu'on 
prolonge Im jusqu'à la rencontre de A'C' en q , la propriété 
ci-dessus détiendra 

. a X mn — i X m<7 -f c X mp = o , 

en observant que le terme b y<^mq est négatif, parce que la 
perpendiculaire mq tombe sur le revers de la ligne A'C, con- 
sidérée comme une nouvelle position de la ligne AC qui 
aurait été transportée parallèlement à elle-même jusqu'à venir 
pàsaerpar m^ Dansle même mouvement , les autres droites J}ré- 
sentent , si on peut le dire , la même face au point m , et le» 
produits de ces droites par les perpendiculaires mehées de m , 
•ont positifs. ', s 

• : — :: : , 

: {*) Cet^nonc^ ne peat être bien saisi qa^à la lecture de la d^monvratioiL 
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Fig.335. Dans le quadrilatère ABDC » on anra de même , en faiint 
AB = a,BD=i,DC=c,CA = ii, 

«(mft— inT)+6(mi— m'O+c (mA— m'A^-MCwi— mY)=o. 

Si les côtés du quadrilatère se meuvent parallèlement a eux* 
mêmes jusqu'à venir passer par le point in\ et qu'on prolonge 
les perpendiculaires menées du point m jusqu'à ces parallèlea 
aux côtés a^b fC^d,lsL propriété ci-dessus 



— aX»w« + JXw»p + cXm^ — JX»»r = o, 

où l'on observera encore que les produits négati£i sont domiét 
par les côtés du quadrilatère , qui ^ déplacés , offrent le ze?ers 
au point m de départ des perpendiculaires. 

n est maintenant facile d'étendre la propontion ans poly-* 
gones et aux polyèdres , quel qu*en soit le nombre des côtés 
et des faces. En effet ^ pour ces derniers , si Ton prend tou-*. 
jours dans l'intérieur du solide deux points m et 7n\ qu'on les 
joigne avec tous les sommets des angles solides^ et que de ces 
points on abaisse des perpendiculaires sur les faces ^ on aura 
décomposé le polyèdre en autant de pyramides qn'il y a de 
faces , pyramides qui auront m et m' pour sommets. De sorte 
que la somme des produits de chaque face par les différences 
des perpendiculaires abaissées des points m et ni sur chacune 
d'elles , sera nulle , quelle que soit la position de ces points 
m et m' dans l'intérieur du polyèdre. Si par le point m' on fait 
passer autant de polygones qu'il y a de faces , lesquels soient 
égaux et parallèles chacun à chacune de ces faces » l'égaliti 
précédente deviendra la somme des produits des mêmes faces 
par les perpendiculaires abaissées du point m sur ces faces ^ en 
prenant négativement celles de ces perpendiculaires qui tom- 
bent sur le revers des faces. 

Corollaire /. Si le point m est le centre de la sphèr* 
inscrite à une pjnramide triangulaire , et que m^ soit le som-- 
met de l'angle opposé à la base » en désignant cette basa et ka 
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autres faces de la pyramide par/, /', f^ /*, la hauteur de 
lapyramide'par A , et par p le rayon ou la perpendiculaire 
abaissée de m, stU: chaque face , on aura 

d'où 

?Jd±SL±L±£l~.^I- 

3 ~~3 • 

si l'on note par P le volume de la pyramide , et par A la; 
somme des quatre triangles qui composent la surface , on 
aura 



3 



=±P, d'où P = -;^» 



expression du rayon de la sphère, inscrite donnée (Géom. » 
Prob. VU, Note V).' 

Cotollaire IL Si tontes les.faces de la pjrramide sont égales j 
le point m ayant une. position quelconque daqs Tintiirieur; du 
tétraèdre , et le point mf étant toujours au sommet de l'angle, 
opposé à la base , on trouve , en désignant les perpendiculaires 

(p-Aa/+p'X/+p"X/+p'X/=o; 
d*où 

A = p+P'+P' + P*r 

o'est-'à-dire que la hauteur d'un tétraèdre dont toutes les faces 
sont égales , est égale à la somme des perpendiculaires menées 
d^un point quelconque pris au-dedans du tétraèdre , sur toutes 
ces faces. \ 

La propriété analogue se retrouve dans le triangle éqnilatéral» 
en prenant le point m quelconque dans le triangle , et l'un deà 
sommets pour leppiatm^ (Réc. de Théo, et Prob, , Théo. V). 

Théorème LX. Les surfaces totales du cane équilaté- 
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raie* Jet du cylindre circonscrits C**J à une sphère ^ sont ètt 
proportion continue avec la surface de cette sphère. 

Fig.336. ^^ ^^^^ 9 désignons respectivement par S , .S\ S" les snr-^ 

faces totales de chacun de ces trois corps. Il faut démontrer 

que S : S' :: S' : 5^ Or (Géom. , Liv. VIII, Prop. VII ) la 

surface convexe du cône SAB , étant cire CA X iSA, la 

surface totale sera 

S = cire CA X 5 SA + cire CA X i CA. 

Désignant par R le rajoii OC , et nommant Q sa circon«^ 
férence ^ on aura 

cîrc CA : Q :: CA : R; 
d'où 

éireCÀ~2^=QV/3; 

en observant que le côté du triangle équilatéràl circonscrit^ ast 

flRV/3(Réc. de Théor. et Prob. , Théor. XXVIII) ; il vien- 
dra donc 



('*') On appelle cSne équilatéràl celui dont le triangle générateur est lit 
moitié d'un triangle équilatéràl ayant pour côté le diamètre de la base. 

(^*) On a vn dans les Élément , comment on circonscrit un cylindra 
il une sphère; mais on n'y a pas trouvé la manière de circonscrire le c6ne. 
Fig.236. Soit SAB un triangle équilatéràl ; soit O le centre du cercle inscrit : si 
l'on imagine que le triangle SAC et le dcmi-cercle DEC tournent simul- 
tanément autour de SC y le demi-cercle DEC décrira une sphère intente 
au cône décrit par le triaàgle SAC^ De sorte que la surface sphériqne et 
la surface conique se toucheront suivant une circonférence de cercle. On 
lemarquera aussi que la sphère n^aura que le point C de commun avec la 
base du cône. Ce que nous Venons de dire suffit pour que le lecteur conçoiTe 
inscription d'un cône à la sphère. 
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En s^ond lieu , la surface totale du cylindre circonscrit est 
éviàe*min<Bnt 3&Q ; oh' à dohc S'.sc 3RQ ; la surface convexe 
de la sphère S" = aRQ : il faut donc qu*on ait 



2^ : 3RQ :: 3RQ : aRQ ; 



ne qui a lieu en effet , puisque cette proportion se réduit à 
celle-ci 

g : 6 :: 6 : 4, 



dans laquelle le produit dés ezti^êmes.eàt égal à celui des 
moyens. Donc y etc. 

Théorème LXI. Les surfaces totales du cône'équilaléral 
et du cylindre équilatère inscrits à une sphère , sont en propor-^ 
iion continue avec la surface dé la sphère circonscrite. 

On peut supposer un triangle équilatéral et iia; quarré 
inscrits dans un cercle , et ces tfois si]^faces tournant autour 
d*un des diamètres du cercle^ pris de telle manière qu'il en 
résulte les surfaces énoncées. Or le côté du triangle 'équila- 
téral inscrit au trerole , étant R^/S, on aura pour làr'circon- 
férence qui sert de base au cône équilatéral , ~ Q(/3 ; Q étant 
la'jcirconféreno^. d*im ,grand cercle dei la sphère : e&sorté que 
la surface totale du cône sera 

là suifoce de là spbjfré*est '•' '-*')'. o:.." -- • 

..(!■■:.■ • •■'••.•> S ssâQR. '■;', ,-. ;. ■.■.•■., 

''Quaïitil^iBtirifià^ tdtale du cylindre inscrit , mohserrm 
que son côté étant R ^/a ( Géom.';-l3vriV; Prop. Ilf ) Schôl), 

Ie'.cqiiple:qui'l^jft-èM-dé base est ' ^■'J: ' r âohc:o4'a*pbiir ea 
•urfiice 



■>• « 

.4 -I 



___4A 

.ti 



V '^ri^ + RQ'ï/a = S^f. 
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or 

çK : Q. :; "^Vl : r, d'où c'a 2l^, «t s' =« 

•t conséqaemment 

d*où résulte la propordoa 

« ■ 







.•A t f :- % 






• « ■ m W 



qui revient à celle-ci 

9 : la :: 3 : 4, 

et de laquelle on conclut que les cnr&ces S ^9i\S^ sont en 
proportion continue. Donc ^ etc. 

Théorème LXII. Lê$ volume 4^. c^iut éqtdUaérml ef 
Ja cylindre circonscrits ,à une sphère^^sont en proportion 
continue avec le volume de la sphère. 

Fig .3!^. Soieot S , S', S* lea yolomes de ces trott eorp*: il s*ag^^ 
prouver que 

S : S' :: s' : s\ 

En effet 

S = cire CA . i CA X i se = cire CA X yCA X R^ 

en observant qu'il a été démontré (Réc. de Théor. et Prob. , 
Théor. V ) que la hauteur d'un ti^angle éqnjlatéra]» est ég^à 
trois £bi^ le rayon du o^rcle inscrit ^ or 



j . Il .. . 



cire GA: Q :: CA: r, ia'où cire CA=±2^^^=:Ql/S; 

30R* ' '" 

donc S = --^^ — . Lé volume du cylindre est S'=jR*Q , et celui 
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de la sphère est S" = --4— • Ensorte que 

30R' « ^ « ^ aOR* 

et en effet, cette proportion revient à celle-ci : 

A • 1 •• 1 • ^ 

qui çst continue. Donc, etc. 

Théorème LXIIL Le cône , la sphère et le cylindre de 
même hauteur ont leurs volumes comme i l a l 5 , le cône 
et le cylindre ayant d'aiUeurs pour base un grand cercle de 
la sphère. 

En effet le volume du cône est i RQ X f R î= -3 QR* 5 !• Fig.aa: 
volume de la sphère est aRQ X»J R = § QB*; et enfin le vo- 
lume du cylindre ^t i RQ X aR = QR*» Pr on a 

Donc , etc. 

Du contact des sphères. 

Problème LXXXYII. Mener un plan tangent à trois sphère» 
données. 

Un plan tangent à une sphère , est un plan qui n'a qu'un 
point commun avec cette sphère. Le rayon en ce point de la 
sphère , est perpendiculaire au plan tangent (Géom, , Liv.YII^ 
Prop. VII). 

En un point donné sur une sphère , on ne peut mener qu'un 
seul plan tangent. 

Par une droite donnée hors d'une sphère , on peut mener deux 
. plans tangens à cette sphère , de même que par un point donné 
hors d'un cercle , on peut mener deux tangentes à ce cercle. 

Considéroqs deux sphères, et supposons un plan mené par 
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leurs centres; ce plan coupera les deux sphères suivfint deux 
grands cercles r si on leur mène deux tangentes cztérieurea 
Fig.aaS* STt*, ST' qui se couperont en S sur la ligne des centres AB , 
puis deux tangentes alternes tst", t'st", qui se couperont sur 
la même ligne en s ; et qu'on imagine que la figure tourne 
autour de la ligne des centres^ les tangentes extérieures dé-* 
criront une surface conique ayant son sommet en S , laquelle 
touchera chacune des Sphères suivant une circonférence , et tout 
t plan tangent à cette surface conique, c'est-à-dire , tout plan qui 
n'aura qu'une arête commune avec cette surface, touchera 
les deux sphères. Dpnc il y aura une infinité de plans tan- 
gens aux deux sphères. Considérons les deux surfaces coniques 
opposées au «sommet s : il est facile de voir que tout plan tan- 
gent à ces deux cônes en même temps , le sera encore aux 
deux sphères ; d'où l'on conclura une autre infinité de plans 
tangens. 

* 

Mais trois sphères ne peuvent être touchées en même temps 
que par huit plans. 

En effet, si on conçoit les trois circonférences tournant deux 
à deux autour des lignes des centres AB , AC , BC avec les 
tangentes extérieures et alternes , il y aura trois sphères et 
six cônes engendre's : trois de ces cônes auront leurs sommets' 
jp. g tenS, S', S"', nous les appellerons cônes extérieurs .• les trois 
autres auront leurs sommets en s , /, s" ; nous les appelle- 
rons cônes intérieurs .• les sommets S , S', S'' ; S , /, s' ; 
S\ 5", s ; S", s'y s seront en ligne droite ( Réc. de Théor. , 
^t Probl. , Théorèmes XXV et XXVI). Le plan tangent 
a deux quelconques de ces six cônes , sera aussi tangent 
^ux trois sphères. Par exemple , le plan tangent aux deux 
cônes extérieurs dont les sommets sont S et S', aura un« 
trace horizontale SS' qui passera par S^' ; et le plan taisent aux 
deux cônes dont les sommets sont S", S', aura une trace hori- 
zontale S"S' qui passera par S ; donc ces deux plans passeront 
jp^r une même droite ^ et devront être tangens iaivant la 
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ittême arête au cône dont le sommet est S' } ils ne sei^ont 
donc qu'un seul^ et même plan tangent aux trois sphères. 
Or on ne peut - mener ce plan que de huit manières diffé-* 
rentes. 

Pour le ptouver , observons que , dans les combinaisons trois 
à trois des six sommets S , S', S" , s , s', /, il feut exclure ^ 
i*. celles où entrent S et ^ , S' et /, S" et s"^ parce que le 
même plan ne peut toucher, à la fois un cône extérieur et 
le 6ône intérieur qui lui correspond ^ ou les cl5nes extérieur 
et intérieur tangens aux deux mêmes sphères ; a^. celles où 
il entre un des trois sommets s , /, / avec 4eux des troi^ 
eommjets S , S', S", parce que le plan qui touche deu* quel- 
conques des trois . cônes extérieurs , touche nécessaireihent. le 
troisième , et que, d'après ce qui vient d*être ôbsefv^^ il ne^ 
peut toucher çp même temps aucun des cônfes intérieurs j 5®. enfin 
la combinaison s ,' s\ s'\ parce que le plan tangent à deùt, 
cônes intérieurs^ touche nécessairement un des cônes exté- 
rieurs , puisque ces trois points sont toujours en ligne droite ; 
d'où il résulte qu'il ne peut toucher le cône intérieur corres- 
pondant. Donc les combinaisons des sommets pris trois à trois • 
se réduisent aux quatre suivantes : S , S', S" ; S , s', 's" ; S', s, s"» 
S', s,s' : or par Tune des quatre droites que ces combinaisons 
déterminent, on ne peut faire passer que deux plsùiB tiangens 
aux cônes circôn^fcnts ^ donc par les quatre droites^^ on né peut 
mener que huit plans tangens aux sphères données. 

Maintenant, pour résoudre le problème proposé , oi\ détér-* 
minera les sommets des cônes circonscrits , tant intérieurs qu'ex-* 
teneurs , et par dbacune des quatre droites SS'S", S/^", S'^** 
S"ss\ on mènera deux plans tangens à Tune quelconque des 
trois sphères donné^es , et ces plans les toucheront toutes troit 
en même temps. 

■ 

Problème LXXXVIII. Troui/er de combien de manières 
on peut placer une sphère d^un rayon donné , pour qu'elle 
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touche trcfh autres sphères dont les centres el let rt^ons sani 
donnés» 

Soient d , & , c les TSuyons de» sphères données A i B , C ^ 
et t le rayon de la sphère tangente. Lorsque deux sphères - 
se touchent , la distance de leurs centres est , comme posr 
deux . cercles tangens , la somme ou la diiTérence de leurs 
rayons : ainsi le centre de la sphère qui toucherait A ^ B et C ,> 
est sur Tune des deux sphères a\ a" concentriques à A , et 
ayant pour rayons , Tune < -f~ ^ » l'autre t^^ a-, par la même 
raison ^ le même centre est sur l'une des deux sphères V^ b" 
concentriques êkB, et aj^ant pour rayons , Tune t^^ b, Tautre - 
< — - & ; enfin il est sur l'une des deux sphères conoentri^es . 
à G et dont les rayons sont t + c , t — c. p*où il suit que, 
ce point est à l'intersection de trois de» six sphères d ^.cf^ 
h\ b"^ c\c\ Or en excluant des combinaisons trois, al trois d» 
ces six sphères, celles où il entre o^et a" \ V et V* \ c' et c?, parce. 
que des sphères concentriques ne peuvent pas se coupeir ; et» . 
combinaisons se réduisent . aux huit suivantes ,. a! b'c',.db' cf'g 
a'Vd\dh''^\a'yd,a!'Vc\.a'b\\(ib''c\ Déplus, comme trois- 
sphères se coupent en deux points (pag. 1^7 , Proh. LXXVI) , 
le)3^«hu}t systèmes donnent seixe points pour le centre de la. . 
sphère du rayon t. Donc on peut .placer une sphère dîun rayonr^ . 
donné dans seize positions différenjtes ^u plus » de .manière que ^. 
dans chacui^e , elle touche trois sphères dont Içs centres et les* 
rayons sont donnés. 

Problème LXXXIX. Une sphère variable de rayon , se meut 
en touchant constamment tfbis sphères Jlxes dont tés centres 
et lès rayons sont donnés ; on démande la courbe formée sur 
chacune des sphères fixes par lil suite de ses points de éontàcV . 
avec la sphère mobile. 

Soient , comme précédemment*, A , B , C les sphères fixes , 
et a , ^, c leurs rayons ; T la sphère mobile, et t son rayon. On 
vient de prouver que la sphère mobile pouvait toucher les trois 
sphères fixes dans seize positions • différentes. Considérons*là 
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dSii» «né dé' ses posîtiorfs , dans celle , par exemple, où les 
distances det' centres des sphères touchées A, B, C et du 
centré de là splHèré touchante sont â-f"^> 6+t,c-f.f;et 
supposons qde son rayon changeant et devenant r , i , etc. , 
ces distances deviennent successivement a -^ t', A + î', c -f- ^ , 

puis a + t", 6 4"^"*^ + ^"j ^^*5'. î ^"^ ^"^* *^°s' ^"® suite de 
sphères T , 1'', TT", etc. des rayons t , t', t", etc. qui touche- 
ront lés sphères fixes A , B , C, chacune en une suite de points ; 
et il s*agit de trouver la nature de .la courbe formée par la 
suite d|d points de contact sur chacune des sphèfes fixes, 

À c€t effet ^ nous étalblirdùs d'abord les deux lemnîes 
sûivans : 

Lemme P'". Les pians menés, par les trois points de càrttaçt de, 
chacune des sphères T^ 7^, T^^etç,, tangente^ ^ait^ sphères 
fixes A . B . C. concourent en une seule et même droite située 
dans le plan, qui passe par les centres des trois sphères JLres* 

Lemme II. Les six points de contact de deux quelconques des- 
sphères T, 7^, T'^'etc. avec les troi^ sphères Jixes ^ peuvent 
être placés sur une même surface sphérique , qùôiqu^'en: gé^ ' 
néral quatre points déterminent le centre et le rayon d'une 
sphère, ' , . ,. 

Pour suivre 'les déitionstrations de ces deux propositions ^ 
il faudra se rappeler les propriétés . du cercle ; démontrées 
( Réc. de THéôr.'et Prob. , Théor. XXlI). 

1°. Désignons ïiàr' AT , tT , CT les points de' côutSët'dé 
là sphère T ayec Iç^sçhères À , B'et Ç, par aV, tJ'.Cy 
Ifes' points de cohtactfif de la sphère T' avec A, B , C'j pâr'ÀT'i 
ti:", CT" ceux de' la sphère T" avec A, B , C/etc.'H /àgît^ 
donc dé prouver que les plans déterriiinés par les points 
ÀÏ" , B^ , CT , oii A*r, BT', CT, ou AT';, BT^ CT', etc. 
jfâssènt par une seule et même droite située dahs le plan^des 
centres dés trois sphrétes A'; B , C , cènites qu« nous désigné- " 

Ans par or/fV^- ' ' 
^ te plah'dy a?; (fet'dtf cfeàtïe dé la' spTièire- T phisint p* 
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les points de contact AT , BT , et ceapant en m£mt^ temps . 
les sphères A , B et T suivant trois grands cercles tangent • 
en ces poyits , et le plan des centres a^C , y suivant une ligna 
mC , la droite AT , BT rencontre la droite aC en un point. 
Par la même raison , la droite AT , CT coupe ay' en un point ; 
et la droite CT , BT coupe la droite yC en un point. Ces trois 
points se trouvent sur le plan des centres «■ , C , y ^et sur le plan 
des trois points de contact AT , CT , CT ) donc ib sont sur 
une seule et même ligne droite. Or cette droite est aussi in* • ' 
dépendante de^'la sphère tangente T que le point R (Réc. 
de Théor. let Prob. , Théor. XXII ) est indépendant diAercle 
tangent dont le centre est C , parce qu'en passant des points 
de contact AT , BT , aux points de contact AT', BT' , 
la distance des centres ctC et les rayons restent les mêmes 
et parallèles entre eux. D'où il suit que le point de ren- 
contre de AT et BT avec aC , est déterminé de la même 
manière cpie le point de rencontre de AT' et BT' avec «ff.* 
Donc quelle que soit la position de la sphère tangente aax 
trois sphères A » B , C , le plan des trois points de contact passa 
par une droite unique située dans le plan des trois centres 
*^9 ^ »y 9 droite que nous désignerons par L. 

Passons à la deuxième proposition. 

T et T' étant deux sphères quelconques tangentes aux 
trois sphères fixes A , B ^ C , il faut prouver que les six points 
de contact AT , BT , CT ; AT', BT, CT peuvent être placés, 
sur une même sphère. On remarquera d*abord que quatre de 
ces six points étant pris dans Tordre suivant, AT, BT, AT',, 
BT' ^ BT , CT , BT', CT' 5 CT , AT , CT, AT sont toujouraj 
placés sur une même circonférence de cercle ^ car les droites; 
AT , BT , AT', BT' concourent en un même point de la droite 
€tC , puisqu'elles sont dans deux plans qui passent par la ligne 
des centre^ et et ^ ; donc elles sont dans un même plan. Qr 
les cercles intersections des sphères A et B par ce dernier 
plan , sont tels que la droite qui joint leurs centres , co ncourt 
au point de la droite «eC, ou ce coupent les droites AT , BT ; 
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AT', BT'; ce dont il pst facile de se rendre raison, en ob- 
servant que ces cercles sont touchés en AT et BT par la cir-. 
conférence intersection de la sphère T par ce plan , et en AT' 
et BT' par la circonférence intersection de la sphère T'par le 
même plan ; et qu'ainsi les points AT , BT sont les analogues 
des points t et t' (n® cité ) , et qu'il en est de même des points 
AT', BT'. Donc les quatre points AT, BT; AT', BT' sont 
placés de la même manière que les quatre points m', m , n,nf 
.(n^cité) : donc ils sont, comme ceux-ci , sur une mênje 
circonférence. On dira la même chose des autres combinai*- 
sons BT, CT, B^^ CT' -, CT, AT , CV, AT. Mais une 
sphère menée par quatre points pris sur Tune de ces circon* 
férences , ce qui n'éqiuvaut qu*à trois points , et par un cin- 
quième pris sur un autre | passera nécessairement par le sixième 
point : car soient ces cinq points AT , BT, AT, BT' et CT ; 
la sphère passera par la première circonférence , par trois points 
de la seconde, et par trois points de la troisième. Donc les six 
points de contact peuvent appartenir à une même surface sphé- 
rique que nous désignerons par S. 

Nous pouvons déduire de ces deux propositions , la solution 
du problème proposé. 

La sphère S coupe les trois sphères T, T^ et A , la première 
suivant un cercle qui passe par le? trois points AT, BT, CT ; 
la seconde suivant un cercle AT',»BT', CT', et la troisième 
suivant un cercle qui passe par AT et AT', et ce dernier cercla 
est tangent aux deux autres en AT et AT', puisque la sphère A 
est touchée par les sphères T et T' ^ on observera de plus 
que les cercles AT, BT; CT ; AT', BT', CT' sont dans deux 
plans différens qui passent p^r la droite L , et que le cercle 
qui leur est tangent est dans un plan transversal : donc les tan- 
gentes communes à ces cercles et au cercle d'intersection des 
deux sphères S et A , sont dans les plans AT, BT, CT; 
AT', BT, CT; mais on a .démontré que ces plans passent 
par une même droite L situé;^ dans le plan des centres et» 
C f y \ donc les deux tangentes en question passent par la 
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droite L ; mais elles sont aussi dans le plan da cercle d'In^ 
tersection des denx sphères S et A ; donc elles passent par le 
point d'intersection de ce plan et de la droite L ; or ce point 
ne varie pas lorsque la sphère TT varie et devient T*, T*, etc. ; 
car le cercle dès sphères S et A touche toujours dans le 
même point le cercle AT, BT, CT , et il devient tangent au 
cercle ATT, BTT , CT* ; puis an cercle AT', BT^^ CT^, etc. ; 
dans toutes ces positions du cercle transversal continaellement 
tangent au même cercle AT, BT, CT , et aux cercles AT, BT', 
CT ; AT", BT, CT, etc. , les tangentes communes qui sont 
les intersections du plan du cercle transversal et des plans des 
deux cercles auxquels il reste tangent , doivent se coiiper sur 
la droite L au point où cette droite est rencontrée par la tan- 
gente commune et fixe an contact du cercle AT , BT , CT 
avec, les cercles transversaux. Donc les tangentes aux' cercles 
d'intersection AT et AT, AT et AT*, etc. des sphères S 
et A forment une surface conique droite circonscrite a la 
sphère A ; et la base de ce cône droit est le lieu des points 
de contact AT, AT, AT, etc. : donc ce point appartient i 
un cercle tracé sur la sphère A dont le plan est perpendiculaire 
à celui des trois centres etf C , y. 

Problème LXXXX. Trouver la courbe parcourue par le 
centre d*une sphère mobile , assujétie à toucher constamment 
trois sphères fixes. '' 

Le lieu des centres de la sphère mobile est sur un des cônes 
droits qui ont pour sommet le centre d'une sphère fixe , et 
pour base la courbe formée par les points de contact de cette 
sphère fixe avec la sphère mobile , courbe qui est un cercle , 
parce que , dans. toutes les positions de la sphère mobile T, qui 
touche continuellement la sphère A , les centres de ces deux 
sphères et le point de contact sont dans une hgne droite qui 
est une arête de cette surface conique : de plu», le lieu des 
mêmes centres est un plan perpendiculaire à la droite L qui 
passe par les sommets desi cônes circonscrits extérieurement 
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aux sphères données. En effet , tottt plan {laàsiBt par qette 
droite^ coupe les trois sphères fixes et là sphère mobile suivant 
quatre cerclei dont le quatrième est tangent aux troâs ^re^ 
miers. Si par les centres - de deux quelconques de ces qua- 
trièmes cercles , on élève des perpendiculaires aux plans de 
ces cercles^ ces perpendiculaires se rencontreront ^ et elles 
seront dans un plan perpendiculaire à la droite L : car; a après 
le Lemme II , les six points de contact entre deux sphères 
T et Tf et les trois sphères fixes, sont toujours sur une ihême 
sphère S qni passe conséquemment par les circonfétences m 
deux des quatrièmes cercles : donc les deux perpendiculmfés 
en question iront se couper au centre de la sphère cbtï'espQn- 
dante S , et parce que le plan de ces deux perpeàdicplaires 
Test en même temps aux deux plans sécans menés par L, il 
le sera à la droite L. Si l'on considère six autres points de 
contact entre T', T^ et les trois sphères fixes, lesqujsls seront 
sur une autre sjpbjère S^ on démontrera de la mêfne manière > 
que les perpendiculaires élevées par les centres des cercles 
correspondans aux plans de ces cercles , se couperont au 
centre de la sphère S\ et que leur plan sera encore perpen- 
diculaire à la droite L , et comme les plans menés par W deux 
premières perpendiculaires, puis par les deux secondes , se cou- , 
pent suivant une de ces perpendiculaires , et que de ^us ils 
sont perpendiculaires à la même droite L, il en résulte que 
ces trois perpendiculaires sont dans un même plan , conclusion 
qui s'étend à toutes les autres. Donc ces perpendiculaires dont 
aucune ne peut passer en même temps par les centres* de 
deux des sphères S, S', S", etc., seront les tangentes de la 
Courbe parcourue par le centre de la sphère mobile ; donc - 
cette courbe est plane , et son plan est 'perpendiculaire à la^ 
droite qui passe par les sommets des cônes circonscrits extérieu-* 
rement aux sphères données. 

Remarque. 
Dans le jf a de la Correspondance sur VÉcole P^lytech^ 
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nique , d*aà j*ai tiré , à quelques développemens près ; ee 
qu'on vient de lire sur le contact des sphères, on trouve encore » 
sous le même titre , la solution des problèmes snivans , quî-n^a 
pu trouver place ici. 

i". Déterminer les lignes de courbure de la surface courbe, 
enveloppe de l'espace parcouru par une sphère qui se meut en 
touchant constamment trois sphères fixes, 

s?. De quelques propriétés de la courbe parcourue par 
le centre d'une sphère mobile qui touche constamment trois 
sphères fixes. 

3°- Trouifer parmi les sphères tangentes à trois sphères dow» 
nées y celle qui a son centre dans le même plan que celui des 
sphères touchées. 

Question de laquelle dépend celle de ce problème : Mener 
un' cercle tangent à trois cercles donnés, en considérant les cercles 
donni^s comme les grands cercles de trois sphères. 

4'^. Mener une sphère tangente à quatre sphères donnéçs* • 

•Nous observerons que trois cercles donnés dans un plan, 
peuvent être touchés par un quatrième cerclé, de huit manières 
différei^tes ; et que quatre sphères peuvent être touchées pv 
pne cinquième de trente-deux manières différentes. 
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Sur la Trigonométrie hctilignei^ 
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On trouye (Trig. de Legendre, Noti. , Génér.) , et en dési- 
gnant le rayon par R , ces valeurs des lignes trigonométriquet 
au moyen du sinus «t du cosiaus , savoir : 



tangrsR. — , cot = R."-r-, sec 

° CCS sm 



C08 



coséc = R* . -:-,♦ sin vers =: R — cos , cos vers = R — sîn^ 
sin 

D'après ces expressions , il est facile de former deux tableaux 
dont le second offre les valeurs de toutes les lignes trigonomé- 
^ triqu'es pour les quatre points remarquables o*, loo®, aoo* et 
3oo^, et le premier les signes de toutes ces lignes dans les quatre 
quadrans de o^ à 100% de 100'' à acô*, de 200* à 3oo°, et de 
Soo* à 4oo*. 

Il est bien entendu que le sinus est positif de o à 200®« et 
négatif de âoo* à 4^>o^ ^^ à o^^ que le cosinus est positif 
pour les arcs de o® à 100** et de o® à Soo**, et négatif pour 
les arcs de 1 00 à aoo* et de . floo® à 3oo**. 
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lue secoDi^ ta}>l^aii montre que le ainuf et le cosinus ne 

varient que de zéro à R ; que la tangente et la côtangente 

varient de zéro irin{iaif que la sécante et la cosécante yatient 

de R à rinfigi , .etq\ie les sious et cQsinHs versas varient ddzéfo 

à aR. , 

Etant dQ])iiéfi3 frpis des six çhp^çç , savoir : les trois côtés et 
les trois angles , la Trigonométrie a pour objet de faire dé- 
couvrir les trw autre?. ,11 n'jr a donc qu'à former entre les 
trois données et les trois inconnues , trois équations , et déduire 
.de ces équations cellea 4^)9 îo^onnues qu'on yçut avoir, çn éli- 
Ip^l4^t les deux autres» 

Pour obtenir c«9 troi^ équations , nous partirons de quçlqufs 
propriétés connues du triangle, par exemple, de. celle-ci :* 
que chacun de^ cotés- ^st égal à la somme d^ chacy,n d^ deux 
autres cotés , multiplié par le cosinus de l'angle qu'il forme 
avec la premier. 

Soit , eh effet , un tringle ABC dont les angles soient A , B 
et C , et les côtés opposés^ b ^ c : en abaissant de chacon 
des angles une perpendiculaiftf sur le côté opposé , on aura^ en 
supposant le r^yon égal à l'unité ^ 

* a = b cos C + c cos B-j 

fi = a cos C + c cas Al (M). 
c z=z a cos B -f- fi cos Aj 

Supposons que connaissant les trois côtés , on veuille trouver 
Tangle A : pour cela, on multipliera la première des trois 
équations pai: a, la seconde par fi et la troisième par c , et 
on retranchera le premier produit de la somme des deux autres, 
ce qui donnera • ^ 

fi* -}- c^ — a* = zbc , cos A , 
d'où on déduit 



fia4.c»— a** 



formule connue. 
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Si Ton vçttt, a^iToir sin A , oa remp^ac^a dahs cette deç^ 

nière relation cos A par v/i — -sin*A^ et^ après les réduc* 
tions , on trouvera ^ - 

sin A =^ . l/aa*^ -f- aa*ç? + ^^cf — (flrt -fr ^+, c^ ). 

» ^ ^ 

$i, pour abréger j On représente le radical par (> oipi aura 

sin A = — 7- 

k f 
de même • sin B = — > (NT) 

sin C == — r 
aab 

en observant que k se coippose d'une ^anjiifç sym^triçie des 

trois côtés a , 6 et c. 

» 

En divisât la première des équations (N) ^f^ H seconde , et 
la seconde, par la troisième , on trquve 

sin A a sin B h 
^ sin B 6 ' sin Ç c * 
d*où résulte 

sin A : sin B :: sin G :: a : i : c ; 

ce qui est le principe connu de la pro{(ortionnaIité des sinus des 
angles aux côtés opposés. ' ^ 

Si dans la première des équations Ç}!') , savoir , 

a = & cos C + c oos B . 

on substitue ces valeurs 

, sin B sin G 

' smA smA i 

tirées de (N).» il viendra-, • * 

sijr^;È^ çin B cos C -^ sin C cos B. 



* - • 



• - » 
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Mais comme Tangle A est le supplément de B -}- C ^ on aura 

sin A = sin (B -f- C ) 3 
donc 

sin (B-f-C)==sînBcosC+8inCcosB.,...(0), 

théorème fondamental dans la Trigonométrie. Lorsq^e Tare C 
est négatif^ sin C devient négatif et cos C ne change pas de 
eigne ; donc 

ri 

sin (B— C) = sînB cos C— «sin C cos B. .. ..(P). 

Soient G le complément de C , et - le quart de la circon-* 
férence : on aura 

' .C'=-— C, 8inC'=co8C, cosC'=8ÎnC; 

or . , 

rin (B — C ) = sin B cos Q! — sin C cos B ; 

donc ^ par la substitution des valeurs précédentes de sin C 
•t cos C, 

sin (B — C ) = sin B sin C — cos C cos B , - 

• • • * 

•t, à cause de 
rin (B — C') = sin(B — ^-f c)=:8in(B + C— y) 

= — 'sui(^— (B-HC)^ = --cos(B+-C)., 

tl viendra , après la substitution et le changement des signes^ 
cos (B + Ç.) == cos B cos C — sin B sin C (Q) ; * 

Cette relation / en y faisant l'arc C négatif, donnera celle-ci 

cos (B — C) i= cos B cos C + sin B sin C (R). ' 

Cest sur oe's quàtVe : formule* (O) , (P), (Q) ,<R) qu'est 
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établie ^ comme on le sait , toute la théorie des quantité* 
angulaires. 

Des formules (O) et (Q) , on déduit 

sin ( B -f- C ) sin B cos C + sin C cos B ^ -' 

cos(B + C) ços B ços C — sin^ sin C ' 

divisant haut et bas par le produit cos B cos C et observant qn<t ^ 

sin ^ ^ 

— = tanz , on trouvera 

co» ^ - 

sin(B + C) _^_^^^ , ^x_ta ngB4tangC 

Soit A+B-f-Ci=w,9r étant la demi-circohférencé; 

alors 

tang A = — tang (B + C ) 

tang B -f- tang C , tang^B +.tang C ' — . » 
1 — tangBtangC tangB tangC-r-i^ ^ 

égalité qui donne ce résultat curieu:?. 
tang A +*tang B +tang C = tang A tang B tang C. . .(S),' 

• • * > ( ■ ■ 

et .duquel on coJxd.ut qu'il existe une inunit^ de systèmes da^ 
trois nombres dont la sonime est égale au produit^ puisque 
la relation précédente a. lieu pour A -f» B rf-G=w, =:3t^. ' 
= Stt y etc. 

Si on ne conii^ que les trois angles à^un triangle , on ne 

peut déteripiner que les rapports entre,.les côtés. 

■ •• ■ ■■ •. ■ I . » « »■ • • ■ ' ] 

Soient c , c'; c*' les |c6tés d'uh.tïiangle , ,et Ç , C, C le# - 

angles opposés à ces côtés : on a ces formules (pag. 248} 
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COS c s: „ , , cos U =•— -! — ■ ■ I , ; 

flc c ac*c ^ 

cos Vrf :=s — 



ikdç 






/ 



aSi TBtÊORÈMÉS 

on déduit dé la troisième 

c"*=ç*+c^»— ace' cos C*' (a), 

de la seconde « . 

c" '=r f' + c"» — 'aftc' cos C (*> , 

était U j^reffîèré 

c* =c'* + c'» — aç'c''co8C......(c). 

I 

De des trois éql&tioji8 , on en conclura trois autres du pre-^ 
mier &§cè , ti àfoûîtant lâ première à là secondé'^ la première 
à la troisième j et la seconde à la troisièixue ;.puis divisant là 
première somme par ac , la seconde par !ic\' et la^ tfoisiëme 
par ac". Ces équations sont les suivantes : 

c—c'cos C^-^c*c68 C^i^o, cf^c àoà'C — e" cos C=o, 

(f'^c coVC— </ cbs'G =: ô", ' 



# 



/ ft- ..... ... 

c c 

Qu'on pose — =p,— -=ç, on pourra déterminer , au 

moyen de deux de ces. équations , les rapports p et q entre les 
côtes. La siibstïtution faite de ces valeiits dans la troisîSiîic , 
ou' dans celle qu'on n*auriâ pas employée /dôiirii^ra cette é^S-" 
tibn de relation eiitre lés cosinus des trois ah^lés' 

1 ^ cos^C — cos^C -^tos^C— a cos C cos C cos C = o. 

Si Ton fait passer a cos C cos C cos C dansle secoîra mëmBré',''- 
et qu'on ajoute de pajt et d'autre cos*C côs*C", on aura cette 
équation i 



1 — cos^C — cos*C+ cos«C" cos*C = (côs C -f cos C cosC)», 

qu'on transforme dans la suivante 

gin'C"— 1 +*sin*(îr+ ( 1 — siii'd^y 1 1 — sin» C ) 
= (. cos C -H cos C cos C" )• ; 
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«ffêcttiant \ëB o^^atîoiis et les réduction» , on piâtrtitHt i 

— cos C'= cos C cos C"— sin C sin C^ = cos ( C + &) , 

■ » .• 

relation qui a effectivement lieu^ puisqu'on a dans toqt triangle 
De ces trois relations démontrées 

m 

an (B — G) *=5^»iil B coa C -ir 6Hi£ eôs B- 
sin (C — A) == sin C cos A — - sin A C09 C . 
sin ( A— B ) =.sin A cos B —sin B ^os A ^ 

on déduit, après avoir multiplié la première ,par sin A^ I^ 
seconde par sin B ^ et la troisième par sin C et ajouté les 
produits 

sin.A^~sin [B— Q-f^sinB sin (C— A)+8inCsin (A— B)=o.(T) »'^ 

on trouverait de même ' ^ 

cos Asiû CB— C)+cbsBsîn CC'-^AO+côsH:siii^X-Sp-B)i=ro (U)* 

Ces propriétés ayant lieu pour trois angles quelconques, 
conVîftitfent égàiehient amt trois aiglestdnm'trfangle; .» 



SiVoh multiplie , l'tmc'pîar Tantrer, le^relationft<0) «f (P^-^t, 
qu on réduise y on trouvera : r.: •:.';. ,:?: j 

5in'0B+.CX.Xsifl(B — C)=si9*B — sin*C 

=z=C«inB + 8inC)(sinB — sinÇ) , 

• . ■ • '• ' -^ \ 

■» • ■ - ■ I • ( ■ 1. J XA v./ 

les relations, (Q) et (R) donneront 
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cos (B + C) X cos ( B — C.) = ços^B— sin* C 
= ( cos B' -f sin d >' ( côè^fiT^ ïiif Ô) r 



.1 i.i • — 



on a dono ces deux propriétés . 

«n (B+C) : sin B+sin CXsin B— sin-G: sin (B—C). . .(V) 



fl54 THÉORÈMES 

Soif IIO0 série d'angles a,b ,c p : oo a , d'après ce qt& 

précède , 

an Ça -^^ b^ àa Qa ^^ b^ = sm*a — fàn^b 
sm(6-f-c)sm(i — c)z=: am*6 — sm*c 
sin (c-)- J) ain (c — J) =^ sin^c — - siii*i2 



on (p + o) sin (p — fl) = SÎJD^ -— sio^n ; 

ajoutant tontes ces équations , il reste , après les rédactions i 
la somme des premiers membres', égale à zéro , c'est-i-dire » 

on (a+i) rin(a — 6) + «"» (6-+-c)mi (ft — c) -f- etc.itso. 

Supposons qne les angles a , b, c. . , .p forment une pro- 
gression par équi-diiférences, dont le premier terme a = o» 
la différence constante = m , et le dernier terme p = st : nom 

aurons 

b '^^az=zm, c-r-isum, d— c = m| etc. 

d'où 

a '\- b z=z a -{^ b z=z m , 4-|-c=3iîi, c + £i=5in,ctc. 

ei^-conséguemment , après la substitution dans la propriété pré- 
cédente , et la division par le facteur commun — sin , 

sin m + sîn 3m -f- sin 5/n -f- etc. = o . . . . (T ) , 
on trouverait aussi 

cos m -f- cos 3m + cos 5m -f- etc. == o . . . . ( Z. }. 

Soit k un autre angle quelconque : on aura 

sin ( ^ + m ) = sin fc cos m + sin m cos k 
sin ( ft 4" ^^ ) = sin A cos 3m + sin 3m cos k , 

etc. 

Ajoutant et obseryant qa« la sommé des coSfficiens tant dm 
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tin k que de co8 k , est nulle d*après les formulea (Y!) .«t .^Z) ,. 
on aura 

•in(fe+rïi).r|-ain (ft-J-5m) +sin(fe+5iii)+ etc.=o, 

•t de même 

'■►.-. 

co8(ft+m)+cos(fe+5m) + c6s ( * ^- 5m ) 4- «♦c-»**' 



. > 



Si ron£AitA4- m=^9, pui^sfi^rrr^ fses propriétés se chu- 
ront dans les suivantes 

sin 9,+. sîn ( q + r) + sîn (^ + 3W)-+ etc»-= o- 
cos ^ -f cos ( 9 + r ) +* coi X'^'"f ar) *+ "etii. ^=^"0 , 

et enfin y sousi le» hypothèses q :=:f'^*^^ r zs^g^ elleî'de-», 
Tiendront 

an (Z+gy^f iîtt(f+asr) + «in (/4-3g) + etc.=;o.,.Cr) 
cos (/+g')+X;oèf f+^g) + cos(/45g.) + cte;-«ôi;;^^^^^^ 

Problème LXXXXI. Si dans une circonférence ABÇD^etç. 
dont le rayon est R , on inscrit un polygone régulier d'un 
nombre n de c6tésfsi on décrit me txtth^ circonférence cow- 
centrique d'un rayon r < iî , et qu'on prenne sur cette cw*- -» 
conférence un point K a volonté ^ la somme des quarrés des 
distances de ce point à éhaciin des àngtéi du pélygâhe résilier , 
sera n ( R^ +'T^'j ^ c'est-^Hiire , coH^tûnte , quelle que soit la 
position du poiat K. 

Par O/centre des'cîrcbnférebces^ et p^I(.^ menons une droitor l'^g'^^g. 
ind^éfinie et dés droites OA, OB, OC^ etc. à tous les sommets 
des angles du polygone régulier ; nous aurons (pag. fl4&) 

5S*==: Sa*+ ÔK*— aOA . OK . cor AOR 
iK*== C»*+ ÔR*— dOB^ . ÔK . co» BOTt 

CK*=s tte.i 

»7 
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ajoQtadt /H Viendra 

AK*+ BK*+ CK*4- etc. 
= nR» + ni* — flRr ( co« AOK + cos BOR-|- etc.)- 

Or en faisant l'angle au centre da polygone régulier ;= g ;- 
et l'angle FOK=/, on anra 

( cos AOK -I- cos BOK + etc. ) 
=i=co8(/+g) + coi Cf + s^ ) + etc . = G ; 

donc 

ÂK + BKr*+ â^*+.«tc. = nR» + jij* = n (R» + i*>. 

.a3o. La proposition snirante , démontrée C Oéom. , lalr. YUl , 
Prob. XXXin), renferme encore tonte la théorie des quan- 
tités angulaires. 

Dans tâui quadrilatère inscrit au cercle, le produit des deujt 
diagonales ^st égal à la somme des produits des côtés op* 
posés, ,. •. 

Oft a donc 

BC . ADsAB . DC + AC . BD. 
Or soient 

arcAB = na, arcAG = a&, arcCD = scj 
arc DB = a [qtt — (a + 6+^)lj 

9r désignant le quart de la circonférence dans le cercle dont 
le diamètre est =: i j^et qui est celui qu'on considère : on a 
<pag. i5o , Lera. I«') • 

AB =8in a ^ AC = sin ft , CD = sin c 
PB=8in(a+H0f BC=:8in(a+i), AD=:sb(H-c); 

eubstituant ces valeurs dans la relation précédente, on tronve 
sin (a+6)X sin (&«+-c) =:8in a . sin c-f- sin b , sin (a-f-^-f-c) , 
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ormuleqai aura lieU| quelles .qu« soient les râleurs des angles 
u^ b et c. 

« Supposons ^ par exemple , i -f- := ^ : on aura donc 

sin (6 4" c ) = 1 » sin c = cos b / 

sitt (a -f- * + «) =^ «lu (9r -+► a) = cos a ; 

,- ■ •. • . ■ • ♦ . 

donc la formule ' précédente deviendra 

sin ( a+ &) =?: 8in.a cos i -f- sin i cos a. 
• Supposons ft ^= ^ ; nous aurons 

^ tin 6 = 1, sin(a<4-&)=cosa, sin (&rf«a) ^<^o*c # 

«n (a-}-* + c)= cos (a<fcf-c); 

donc la même formule deviendra 

4soe (a -f- c) = cos a cos c — - sin a sin c. 
De ces deux formules on déduit , en changeant c en — c > 

sin. (a — 6) rssin a cosfr— - sin6 cosa 
cos ( a— c ) :=: cos a cos c 4" nu <3( sm c; 

. Supposons c=: -«-«ai nous aurons 

8inc=-«8ina> sin (ft -f-c) = sin (i^— û) , 
8in(û + ^+^) = 8Ûi^> 
donc la même formule deviendra 

sin ( & -f- a) X an ( & --• a) =:sin*i-^ sin'a. 

Soit c=E^-— a, d'où 

sin c =s. cos a , un ( fr 4~ <^ ) ==^ ces ( a>-^ 6 ) , 
f sin(a + ft + c)=:coâi;'i ' 



et i.= <■ " »- ^<' 



•r 



•> 



sîn(aHh^)^ ^X^^ ^) sssina.i:9sa-f' w^ • cos ki 



«5s ifwÉbiifeMis 

ItoHèniiflirfBDCienP. tfoûtrmmjfigtM (fat tèf¥itenU &à 
principaux rupporU existons entre les sinus et cosirtus de dmat 
iinglespf^^pf^és^ les sin^é^ c&sima fanêée^eur simin^ 
Uur différence* 

Soient- m «in les deux Aglcft-flropoiéa , ^ppoaJs chacqn » 
ainsi cpie leur somme , moindre^ que U quart de lii«ircoafi^ 
rence. Soit de plus m ^ net nommons tr Vangïle énh. 

Traçons 1 Volonté une droite 'AD ^faisbna'd'iîà câté de cette 
• . droite l'angle BAD = m » et di» l'autre l'aagle CAD =c n. Par 
Fig.a3i. un point E pris à Tolonté sur AD , menons BC qui lui soit 
perpendîâibnrér} insdriroiâi le friioigle *ASC dans Wnr eeréki 
dont le diamMr» 4Mn:pri8 pouf «i4»t4 ; ^am^foam enfin les deux 
cordes BD, CD , et prenons EF =Ç!Ej, EHsIIE. H s'agt 
de prouver qu'on aura '""' 

AB=cos^ii, A&ai»*'*f* «D==tfnih, Cftssdnii. 

ÀDh^anOMC^'^'^''^')''^^ oos>iii cos li •«}- sû;i mân ». 

BF ottlW"*®5=*=^'(^**^-^) — «^'^c<J«'* — sinnoosm. 
^jQI M ABr-DE = co%(iwhiîii>F=^cos7ji.cosn— sin» sis^n. 

BE se i siflr ( m 4- n^ -ti^ lin .( m -^ 7t) = ai& m ces n 
CE = ï sin ( m 4- n ^ ^^^ jin ( m — n) = sin n cos m 
AE = i cos ( m — n ) -f- fcofli ( m -4- n ) =cos m cos n . 
DE = 5 008 (m — n) — ^ cos ( m -f n ) = sin m an n. 

ADx AHî=iC08(m*--in)eô'8(ril'+n)==co8*m— ^îh»n=rc^rt^^ sin*m 
BCx BF=8in (m+ji) sin (m— n)= sin*m^>i-8ki*ir=td0#ll-^><e!e*m 

AB*4- DC*=i=^h[*i» + coa^/f = i • ■ 
AC + BDiS'sitfVii 4- co^m = i 

a1*+ bê* + ciV DE* =1. 

En effet ^ le diamètre étant représenté par i ^ chacun des toglee 



- j 
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qui ont leur sommet à la circonférence > a (pag. iSo > lem. P")^ 
pour sinus la* corde sur laquelle il est appuyé* Donc d'abord 

BD r=: sin 7n ^ CD :;=3 sia n* 

Déplus, chacun des angles BEA, CEA étant droit par cons- 
truction, Tangle ABC est complément de m ^ et ACB com- 
plément de n ', ensorte ^e 

AB = cos n , AC = cos m , 

et , par la même raison , BAC étant m -f- ^^ > on a:/ 

BC ^ sin (m -f- n). 

• • 
L'^ngla ABD=:ABC+CBD ; or ABC ou son égal ABE=:7r— m 
et CBD=:7t; donc ABD est 't— riii-(-/i ou le complément 
de m — 7» * et conséquemment 

AD = cos ( m — - 7i). 

Menons la droite AF prolongée jusqu à la circonférence en 
G et tirons BG : puisque, par conetruotion^EF^BC., oa am)» 

GXD = DtAC = n5 

donc 

BAGï=m — » et ÏG=:8m (m— 'fi-)-: 

or le triangle BGF étant isoscàle , parce que l'angle BFG 
asAFC = ACB = FGB, on a BF = BG; donc 

BF:=sîn (m— ïi). 
On prouvera de même qlie ^ • 

AH = cofi ( m 4* ^ )• 
la sompe 4e#4^.ttX »«fiB$i)9 B£ -f CE = BC =« m (iarH* »> 
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•t leur diffirence BE <-- C£ =3 B£ — - CF =: BF s un (m— n). 
Donc le plus grand segment 

et le plus petit ' 

CE = 7 8in(m-f- n) — irin Çm^-^n). 
On trouvera de la même manière qne 

AE:=i C08 (m— -n) -f^^^^^ C^ "f*'^ 
D£ = ^coe(m — n) — l-cos(m4-»). 

Puisque BC=:BE+ CE , BF =BE— CE, on aura 

BC X BF = BE — ci*; 
mais le trianf^e rectangle ABE donne 



• t 



:? 



BE = AB — AE , 
tt le triante ACE , aussi rectangle , donne 

CE*= Âc*— 2ÂÊ*; 

donc 

• 

BGxBF=AB — AC =cos*n— co8*7n=8În(/n-j-»)8in(m^— n) 

On trouvera de même 

AD X AH = co8*m — sin*/»î=: eos Ç^m-^n') cos (791-^ ny 
= cos*/i — sin'm. ' 

L'angle AEB est droit , et d'ailleurs il a pour masure la moi- 
tié de la somme des arcs AMB+CDfdonc l'arc AMB-|- CD est 
la moitié de la circonférence ; dœic la sommé des quairér 
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Se» deux cordes -AB , DG est égale au qoarré du diamètre^; 
donc 

AB*-(- DC*= sin^Jt + cos*» = i 
et pareillement ^ 

ÂC + BD = sîn*7n+ cos»m=: i. 

Pnisque le triangle rectangle ABE donne AB = A£ + B£ , 

et le triangle DCE , aussi rectangle , donne DG =GE + ^^ 
on aura par l'addition 

AB + DC*= 1 = ÂË*+ BÊ + CÊV de* 
D'un autre côté , le triangle rectangle AEB donne 

AB ou cos n : BE :: 1 : sin m ; 
donc 

BE = sin m cos n ^ 

tt de même on trouvera 

GE = sin n cos ni 
AE = cos m cos n 
DE =3 sin m sin n. 

Enfin ajoutant ensemble les deux,jreniières de ces égalités , 
on a 

BE -j- GE = BC r=:sin (m '\'n^:=:z sin m cos n-^svOin cos z», 

et retranchant la seconde de la première , on trouve 

BE — GE = BF = sin (m—- 71 ) =8inmcosn— 'Sinncosm; 

ai l'on ajoute la troisième à la quatrième^ il vient 

AE-|-DEiz=AD=co8 {^m.'-^n) = cos mCosn-f-on msînn^ 

et si Ton retranche au contraire la quatrième de la troisième ^ 
on a 

AE— DE z= AH ?;=; cq» (tti "f*^») ^b cos m cot ii-«-« sin 7ii.sin n^ 



I 
\ 
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Noos Tikrcmfons dtmc encore de ootte m^mère les fiormu^e 

fondamentales de la Trigonométrie. 

Yojez encore , sur ce point , Foutrage de M. Camot , ayant 
pour titre : De la Corrélation desjigwres de Géométrie. .^ 

Problème LXXXXIII. Connaissant trois des cinq parties 
d'un triangle , construire géométriquement le triangle. 

Comme dans nn triangle , le troisième angle est- conna loi^^ 
qn'on conocdt les deux antires » îl s'ensuit qigi*on n'a réeUf>T 
ment à considérer que cinq parties^ savoir « deux angles .e( 
trois côtés, 

Oi2' observera que si le triangle â construire est rectangle , la 
connaissance de deux parties suffit. 

Si l'on désigne les angles par A , B , C , et les côtés oppo- 
sés par a , i , c , il faudra construire^ i«. le triangle ABC rec- 
tangle en B, cowuUssant, 

i*. a et c, c'est-à-dire , les deux côtés de F angle droit; 

2^ b et a Thypoténuse et un côté de tangle 

droit f 

3*. 6 et A l'hypoténuse et un angle aigu; 

4''. A et c .Ulri angle aigu et le côté de l'angle 

droit y adjacent à cet angle aigu ; 
S*. A et a • un angle aigu et le côté de l'angle 

droit opposé à cet angle aigu, 

a''. Le triangle obliquangle , connaissant , 

1®. A, C, 6, c'est-à-dire, deux angles et le côté compris ; 

a*. A, C, c . . . • deux angles et le côté opposé à l'un 

d'eux ; 
3**. a , c , A , . . . deVfX côtés et Vangle opposé à Vun 

deux ; * 

4*- û , ft , C deux côtés et Vangle compris ^ 

f)', a,6,c Us trgis côtés. :j; 
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JI ne peut y ayoir lieu à difficultés qu'à Tégard de cette ques- 
tion : Connaissant deux côtés a, c et l'angle A opposé à l'un 
d'eux , construire le triangle. On mènera deux lignes indéfinies 
XZ , AY sous Tangle connu YAZ ; on portera c de A en B ; on rig.a33. 
décrira de B , cemme centre , avec le rayon a , un arc ; lors- 
que cet arc coupera la ligne indéfinie XZ , le triangle sera 
construit. Mais les grandeurs relatives des données a ^ c et A 
.offrent des circonstances qu'il importe, d'analyser. 

/^ cas. L'angle A'est aigu et égal à l'angle BAZ : si du point 
B on mène sur XZ la perpendiculaire BP , on peut ayoir l'una 
de ces relations : 



l^a<c 
a<BP 



a*, a^c 
a=BP 



5^û<c 
a>BP 



a>Bp| û>BP. 



Sous la première , le triangle est impossible ; sous la seconde , 
le triangle est rectangle ; sous la troisième , on a les deux 
triangles ABC , ABCf , et l'angle ACB a pour supplément 
l'angle BG'G ou soti égal BCA ; sous la quatrième , on a la 
triangle isoscèle ABC , et sous la cinquième /on ne peut 
avoir que le triangle BAÇ, le seul qui contienne . l'angle 
aigu A. / 

//' cas. L'angle A est obtus et égal à BAX ; alors l'angle 
inconnu Ç est nécessairement aigu , et on doit ayoir A ^ CV 
et conséquemment le côté a opposé à l'angle connu A , doit 
être plus grand que le côté c ; autrement le triangle ne pour- 
rait exister. On voit facilement qu'alors le triangle BA.Q eâtl^ 
seul possible. 

Généralement pn peut construire un triangle , lorsqu'on con- 
naît trois relations exprimées d'une manière quelconqy^ entre 
les angles et les côtés : on en a yu des e»mpleg (Probl. VI > 
VII XI de ce Recueil). 

.,- Aipsi les Elèyea pourront s'exercer à la résolution des ques-*-. 
tiens suivantes : 
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Construire un triangle , connaissant deux côtés et la Uenm 
qui divise Pangle compris €n deux parties égales^ 

Construire un triangle , connaissant deux côtés et la ligne 
qui , partant du sonwnet de l'angle compris par les côtés don^ 
nés , divise le troisième côté en parties gui soient :: m Z n*^ 

;^- Construire un triangle , connaissant un angle, un des cAér 
, adjacens , et la sojnme ou la différence des deux oMttrm 
côtés. 

Construire un . triangle, connaissant sa base , la somme ^ 
et la différence D^ des quarrés des deux autres côtés. 

Construire un triangle ^ connaissant sa base, sa surface et 
T angle au sommet. 

Construire un triangle, connaissant sa basé , F angle au somr 
met et le rapport m : n des deux autres côtés. 

Construire un triangle , connaissant un atigle , la somme des 
eôtés qui le comprennent, et -la perpendiculaire menée du somr 
met de T angle connu sur le côté opposé. 

Construire un triangle, connaissant un côté , un des angles 
mdjacens et la perpendiculaire menée du sommet de cet angle 
sur le côté opposé. 

Construire un triangle , connaissant sa surface et deux de 
ses angles. 

Construire un triangle rectangle , connaissant la perpendicu^ 
taire menée du sommet de l'angle droit sur t hypoténuse , et la 
différence des côtés de l'angle droif. 

Problème LXXXXIV. Démontrer géométriquement la 
formule 

S^ ï/p(p-a)(p-b)(p-c>, 

S étant la surface d'un triangle quetconque, a> b^ c ses 
eôtés et f la demi-somme de ces côtés. 
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Soit ABC le triangle proposé ; si Ton tire les droites ÀO, f ig^aSSc 
BG qui divisent également les angles BAC^ ABC, et que du 
point O où ces droites se coupent, on mène des perpendi- 
culaires OP, OF, OP^ sur les côtés du triangle» on aura 
OP = OP'=OP^ BP = BP^ CP'=CP% AP = AP'. 
Après avoir prolongé les côtés BA , BC , si L'on prend 

AD = CP'=CP% 

♦ ■ 

•t qu*ayant mené par D une perpendiculaire sur BD , terminé» 
en K par la ligne BO prolongée , on fasse 

CM=CN=DR=AP'=AP , d'où AM=:CP'=CF=A0 , 

«t qu'on tire les droites KN , KC , KM , K A , KR et CO , 
on aura 

S = surf OBC 4- «orf OB A 4- surf O AC 
= iBCxOF+iBAxOP + iACxOP'. 
ou . . - * 



Or 



^^/BC + BA+AC\ ^^ 
S = OPf ^ ^ J = OPXp. 



2p=AB+AC+BC=(BP+PA)+(AP'+P'C)+(BP''+P'C) 
= (BP+BF) + (AP+ AF) + (CF+CF) 
= 2(BP+AP+CF) =a(BP+AP+AD) = aBD; 

donc ." • 

p = BD et S = 0PXBD. 

Les triangles semblables BPO, BDK donnent 

BP : PO :: bd : dk; 

mais 

BD : BD :: PO : PO; 

donc 

BPxBD : paxBD :: bdx po r dkxpo , 
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et conséqneminent 

bpxbd:S::S:6kxpo, d'où S"=:BDxbpxdkxpo. 

Or 

BN=BP'+CP'+CN = BP+AD-f AP = BD; " 

donc les triangles BKN, BKD sont égaux, en observant qn» 
la ligne BK divise également l'angle DBN : ainsi l'angU 
V.NB est droit comme l'angle KDB , et KN := KD ; ma» 
CN = DR^ par construction; donc les deux triangles re<>« 
tanglés KNC , KDR sont égaux, et conséquemment KC=KR ; 
d'ailleurs 

AC =? AF + rC = PB + AD =r AR; 

donc les triangles KAC, KAR sont égaux, d'où l'on con- 
clut Tégalité des angles KCA , KRA ou des angles KGM , 
KRD : or DR =;=MC, KR = KG ; donc les triangles KRD , 
KCM "sont égau:i; , et cqnséquemment l'angle CMK est droit 
comme étant égal à KDR, et de plus KM = KD: ainsi les 
triangles rectangles KAM , KAD sont égaux ^ et conséquem- 
ment les angles AKM , AKD le sont aussi. Dans le quadrila* 
tère ADKM , les angles en D et M étant droits , on a 
MAD + DKM = 2 angles droite = MAD + MAB -, donc 
îDKM = iMAB ou DKA=PAO : les triangles rectangle* 
KDA, APO sont donc semblables^ et on en tire 

PO:PA ::DA:DK, d'où poxdk = paxi>A; 

la valeur de S* devient donc 

S» = BD X BP X PA X DA ; 

mais BD=p et PD = PA + AD=AF + CF = ACî=A; 
BP + AD = BF' + €?"=: BC=a; donc 

BD=p, AD=BD— AB=p-c, BP=BD— PDs^— 6; 

AP =: BD — ( BP i- AD) ==1». -r.f » . 
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tt enEn 

S*=p(p~i)(p— c)(p--o), d'où &=sy'p(fi-^)(j}—b)(p—c). 



Ce problème est un des plus utiles de la Géométrie pratique , 
pniscja'il fournit le rnoyeii d'évaluer l'aire d'un polygone quel- 
conque y sans employer d'autre instrument qu'une chaîne mé* 
tri^e ou le mètre lui-même 5 'car en mesurant les trois côtés 
de chacun des triangles dans lesquels le polygone est déoom- 
posable » la formule précédente trouve immédiatement son . 
application. Cependant cette méthode est beaucoup plus longue 
que celle ijue ïious e^cposerons bientôt. On tire encore de la 
fonnule précédente , la démonstration dû théorème qui suit* 

Théorème LXIV. Parmi tous les triangles de même base 
et de même périmètre, celui qui renferme la pbi^ grande 
surface est le triangle dans lequel les deux côtés variables 
^ont égaux. 

En effet y si l'on désigne la base par ab , la, somme des 
deux autres côtés par am , le périmèti^ .par sp et la sur- 
face par ,S, et qu'on représente Vnà des côtés varioles pair 
m-f-S; l'autre sera m— a, on aura donc ap-^zam^^b. 
Ces substitutions 9 faites dans la formule précédente^ do»^ 
neront 



S = V^(m+S)(rr^^ 

Or les quantités m et & étant consf^ites^ la surface du 
triangle sera d'autant plus grande que la quantité z sera 
plus petite^ et le maximum de S correspondra au minimum 
de z, c'est-à-dirè à'«^:o. Donc» etc. 



f ,- • 
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Construction des Tables des sinus , tangentes et des 

logarithmes de ces lignes. 



La construction d^ Tablas trigonométriques n'est pas él 
gère à l'intention de cet ouvrage ^ puisqu'elle fait partie de 
la Trigonométrie dont elle est même une des questions lee[^as 
împçrtantes; cependant je me serais dispensé d'ajouter à ca 
qu'a dit M. Legendre sous ce titre , si je n'eusse trouvé dans 
le travail fait au bureau du Cadastra , et auquel cet illustre 
Géomètre a si puissamment contribué , tous les matériaux d'une 
doctrine complète jur cette matière; j'ai aussi consulté l'ou^ 
yrage- notable de M. Lacroix , qui a pour titre : Traité des 
Différences et des Suites. Ce chapitre suppose la connaissance 
de plusieurs séries dont on trouvera l'analyse développée dans la 
seconde section de mon Algèbre , ainsi que tout ce qui est re* 
latif à la formation des Tables des logarithmes des Nombi^s , 
dont il ne pouvait être question ici. 

Quant à la division sexagésimale du cercle , qui est Fan* 
cienne ^ nous nous contenterons de faire connaître les for-^ 
mules des sinus des arcs de trois en trois degrés , calculées' sur 
le rayon; égal à l'unité. 



sm o° = 



sm 



sm 



6- = - g (1/5+0 + ^ V/(5-V5) 



«io 9-= ^ (v/5+0 -i v/(5-V^5) 
«tt 12- = - -^ (l/5-O +^ V(5+i/5) 
^„.6-= • jp^ (1/3-0 



/ 
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un i8« = 4 (1/5—0 

4 

«in «!• = - ^^(l/5+i) + ^^i^(5--y5) 

Âifl4»=: ^(v/5+0-^V'(5-v'5> 

sin fl^ = - 475<V5-i) +iv/(5+|/5) 

•m 3o* = - 

SI i 

•in 35» « i^ (i/5-O + î^ 1/(5+1/5) 

■^ ^3' = ^fpT »^(^+'^ -^^'^^ V(5-»/5) 
»n 4a« = - g (1/5-0 + ^ 1/(5+^5) 

•^ ^' = V?i 

«n 48« = " -î^ V^(5-0 + ^ 1/(5+1/5) " 

,in 5i« = l^(v'5+0 +^^l/(5-V/5) 
ain 54» =_ ,. 2 (l^S+i) . , 

«° 57* =r - •^^(V'S-.i) +i^ 1/(5+1/5) . 

«n eo« = -î^ 

a 
""^•^ 4pi (V'S-O + ^- V/(5+|/5) 

«n 66» » "|(v/5+0 +;^V(5^K5> 
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«in Çg. = :^ (v/5+0 4 ^^ V^CS-t/S) 
.in 78^= I (v'5-i> + ^V(5+V5) 

•" ^'* = •• 4^^*^^+'^ + ^ ^(5--ys> ■■.•>. 

On connaît déjà ^en paifties du rayon ^ à^xi% la division sexa-» 
gésimale, Ifcf sinusdè .So*, 45* et 80^- 

On a 

nn iS" = sin (45" — 3©°) oe sin 45" cos-So**— sin 3o' co« 45* 



1/3 t 



(\/î-0. 



ay^a aty^a a|/a 

I 

tt de la formule ddnnuQ ^ 

•in A = sin ( 6o* + A )^— - sin ( 6p* — A ) , 

#n déduit ■ « 

8in75^=sini35''— sin (— i5») =5: sin 45* + sin i5% 

qui sont donnés en partie du rayon. 

« 

Le sin 18® est le demi-côté du décagoâe^ inscrit ; or en dési- 
gnant ce côté par ax*^ on sait qu'on a la proportion 

• -j 

1 :ax::2x: i — ax, doù x = sîa i8^=x — J + i |/5, 
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On passe de là à sin 7a'=cos iS* = V^i — sin*i8^ 

«în 54* = sin ( 72® — 1 8* ) = sin 73** cos 1 S'» — coa 7a*» sin 1 8* 

= cos*i8^ — sin^iS». 
Enfifl ^ 

sin 36^ = cos 54* == \/i — sin«54*. 

■ . . • ' * ' • 

De ces expressions ainsi trouvées, on tire toutes les autres 
au moyen de ces formules démontrées dans la Trigonométrie , 

■ 

sin A = sîn (Go**4-A) — sin (So* — A) 
.fiin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B 
«in (A — • B) = sin A cos B — • cos A sin B, 

De la table précédente on peïit déduire , au moyen de la for-». 

T sin A • j 1 

mule -^-^-T « ces expressions -ae quelques tangentes 

tang i5* = Q — \/5 

tans ,8» = (/(x - ^) O 

tang 3o* = pg 

tang 36*= {/{S -- av/5) 

tang 54» =^1/(1 + ^) 

tang 6c^ = v/3 

tang 7»» = v/( 5 4- 3V/5) . " 

tang 75* =3 a + |/3.' 



^«^dte*k««^riMMM*>*irtM 



i v'S - 1 ■ . 

(*) Oû a tang î8t> = — 1 =ix , d'oîi x' == Z ^ ^; , eimuL 

tSpliant haut et baé par 5 ^»*- y/5 , il vient a:» == — T . ; èî i ^ ---- , d'oîi 

« ^ti>r ( ' " lÂ J* ^'^ trouTcra facilement iM.aatic* transfoimatioD».; 

18 



lL 
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La circonférence entière .est maintenant divisée en .400 par-* 
lies égales ou degrés , ensorte que le quart de circonférence 
est de 100 degrés : le degré est partagé en cent parties égales ' 
qu'on nomme minutes » et la minute elle-même en 100 parties 
ou secondes : ainsi le nouveau degré est le centième du ' quart 
de circonférence, la minute en est le dix-millième , et la se- 
conde le cent-millième. Pour traduire un arc A de la nou- 
velle dans l'ancienne division , il faut faire la proportion 

100 : 50 :: A : A' == -^ A. 

Je supposera connue la formule du développement du sinus 
d*un arc suivant les pwssances ascendantes de cet arc, laquelle 
pour le rayon =s 1 , ««t ( Alg. , a* sect. ) 

sîn*»*-^ 7X3 +777:37^— etc.... (1). 

Cette série est encore convergente pour a: = i , c'est-à-dire 
pour l'arc égal au, rayon : or la demi-circonférence tf étant 
= 5^ijfi59 a6535 89793 o, , etc. pour le rayon 1 , on a la 
pt^pûTtion 

5,14159, etc. : w ou 200* :: 1 : x=:63', 661977237, etc : 

on pourra donc , au moyen de la série précédente , calculer en 
parties du rayon l'unité , les siniis des arcs depuis o* jusqu'à 
83° 66' dans la circonférence divisée en 4oo parties. 

Pour faciliter l'évaluation numérique des sinus , nous po- 
serons 

sin X — A—B + C — D + E — F -f etc {2) -, 

et le rapprochement des développemens (i) et (2) donnera I 

A-x, B=A»iA, C=A*îÎ5 B, D=A*:î2îC , EzrA^^D, ete; 

Il suffira donc de calculer x^ ou A^ qui sera un facteur 



ET PROBLÈMES. 273 

Gondtant dans les termes successifs : mais d*abord il convient 
de reconnaître la loi des dénominateurs 6 , 20 , 4^ > 7^ > etc. 
A cet effet , qu'on les écrive verticalement , et qu'on en 
prenne sur le fait les différences , puis les différences entre 
ces différences , ainsi qu'on le voit dans le tableau ci-dessous , 



Nombres. 


Diff. 1"". 


Diff. 2"»". 


6 

20 

42. 

7a 

110 

i5S 

210 

etc. 


»4 

22 

'3o 
38 

4G 

54 
etc. 


8 
8 

.8 
8 
8 

• 

etc. 



et on reconnaîtra que ces dénominateurs jouissent de la pro- 
priété de donner des différences secondes constantes , ensorte 
que par des additions , on pourra prolonger indéfiniment la 
colonne de ces diviseurs. En ajoutant , par exemple^ 8 à 54 9 
on obtient 6a , différence première qui, ajoutée à a 10^ donne 
27a , diviseur qui suit immédiatement aie. 

Qu'il s'agisse maintenant d'avoir avec neuf décimales exactes, 
le sinus de ^ ^ , qu'on sait ^tre az ^ rayon : on prendra l'arc ^ ^ 
avec dix décimales ]i^ et on en formera le quarré, en faisant là 
multiplication sous la condition de ne retenir que dix décimales 
dans chacun des produits partiels , ainsi qu'il suit : 



\ 
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JflT == a,5a35g87756 
o,5a35j87756 

o,a6i7993878 

104719755 

16707965 

^617994 

471339 

41888 

3665 

367 

â6 



J9r*= 0,2741556778 . 

tnsulte les multiples de ( ^ ^ )* qui sont 

i*(|^)* = 0,2741556778 
fl.(l^)* z= o,5483ii3556 
3.(1 tt)» = 0,8224670334 

4-(l'^)* = 1,096622711» 
5.(^^)* = 1,3707783890 

Ô.QttY z=: 1,62(49340668 

7'1^'^y = i»9^9o^97446 
8.(^7r)^ = 2,1932454223 

9 -(^ ''■)* = ®>4674oi 100a. 

Au moyen de cette table auxiliaire « on conclura abîment le» 
termes successifs A , B , C , D , £ , etc. , qui seront 

A = 0,5235987756 



C = 0,0003279532 
E = 0,0000000082 



— B r= 0,023924596a; 

— D =1 0,0000021407 



4- 0,623926*7370 
•niorte qu'après la soustraction on trouve 

•in ^ ST = o,5oooooocoi j 



— 0,0239267369 
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résultat exact dans les neuf premières décimales. 

Le sinus de i' calculé par cette série est 

* 
sin i's= o,oooi5 70796 5ao33 5a556 5ai58, etc. 5; 

d'ailleurs on a 

arc 1' == 0,0001 5 7079S îaP, etc; 

Comme cet résultats s'accordent dans les douze premières dé^ 
cimales , on conclut avec certitude que de zéro à x^ quiest ,^^^^ - 
du quart de circonférence , on peut prendre les arcs pour les 
sinus , sous ^'approximation de douze décimales ; conâéquem- 
ment il sera permis de regarder comme connus sin 5o" ef 

ain 5" et les multiples 1 , 2, 5 9 de (a sin Se" ) et 

( a sin 5^' y dont nous allons ayoir besoin et qu'on prépa- 
rera d'avance. 

Reprenons la formule connue 

sin ( X -f* ^ ) =^ sin a; cos a <-!- sin a cos^, 

et retranchons-en de^part et d*autre sin x : qgus aurons pour 
dilTérence 

sin ( X + a) — «in x=: sin ^ cos a + sin a cos x — sin x 

= cos a; sin a — sin a; ( 1 — cos a ) ^ 

mais 1 — cos a = a sin* | a ; donc 

sin (x + û) — sin x = sin a cosx —a sin*^a sino:., . . .(3); 
On trouverait de.même 

sin X — sin (a:--a ) = sin acôsx+ a sin* 1 a sin x. . . • . (4). 

Retranchant (4) de (5) , puis dégageant sin (x + a), on. 
parvient à la formule 

•ia(a; + a):^^na;4'&in^"*^ûi(x<--«ii)3--*(asiBf a)*5iaar,. 
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laquelle , par la substitation de x "^ a pour èc , devient 

«11(0:+ 2a) =8m (a; -4"^) + C®^'^(^'T'^)"" 8Î° ^J 
— (asin^a)* ain (a; + a) (5). 

Si pour X on écrit a:— 1', puis a;— 10" dans la for-^ 
mule (5) , et si de plus on y fait a= 1', a= lo'^, on obtien- 
dra celles-ci 

8iB(x + i')=8ina;+Csina>--8in(a;-i')]]— (asin 5o''ysuïx.,.(Sy 
èin(a;+io")=8ina:4-[8ina: — sin(xr-io*')]] — (2sin5')*smx...(7) 

La première donnera les sinns depuis l' jusqu'à 1% en y fai- 
sant successivement ^=^ 1', = a', = 3', etc., et on pourra 
vérifier par la série le sinus de i,® qu'on en aura conclu : lo 
calcul par la série donne 

sin !•= 0,01670 73173 iiSao 67675 3, etc. 

La seconde donnera, les sinus de lo'' en lo'' depuis 1^ jus- 
qu'à 1®, en y faisant aussi a; = 10'', ao", 30^^, etc. 

On pourra donc calculer de lo'' en 10? les sinus des arcs de 
1* à 2°, de 2° à S**, et ainsi de suite, lorsqu'on connaîtra ceux 
de 1**, 2% 3% etc. 

Mais lorsqu'on a déjà le sinus de i® et*celui de 5o', on peut 
en faire dépendre les sinus de 2°, de 3°, etc. A cet effet , que 
dans la formule (6) on fasse a := i®, puis jc r= 0% = 1% =2**, 
= 3°, etc. , et on aura les relations suivantes 

fiin 2° = sin 1° + (sin i*» — sin 0°) + (2 sin 60')* sin 1® 

sin 3» = sin 2** + (sin a«» — sin 1°) + (2 sin 5o')* sin 2** 

sin 4« = sin 3« + (sin 3^ — sin 2«) + (2 sin 5o')* »in 3*. 

etc. 

Ayant donc fait Je tableau des multiples du facteurjconstant 

( 2 sin 5o')* par les nombres 1 , 2 , 3 9 , il ne restera plus 

qu a effectuer des additions et des soustractÎQzuL. ;£& calcuri 
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lant ces élémens ayec treize déchnaleS ^ l'erreur^ suivant 
M. Delambre , n'irait qu'à 0,00000 00000 06 sur le sin ^ ^. 

Passé ce terme , c'est-à-dire , de J tt à^^ 9r , les sinus se 
calculeront par la formule 

sin(|w+a) = 8in(J^— a) -f-sina, 

' . • • • • •» 

qu'on déduit des suivantes 

sin ( j; *(« a ) :== ces a sin n? -f- sin a ces or 
sin ( x — ^ a ) = cos a sin a? — sin a ces x ; 

en retranchant la seconde de la première , et faisant dans la 
différence 

sin ( X -f- tt) — sin ( x — a) = fl sin a cos x ; 

07 = I ^ , . d'où cos 07 = y. 

Nous reviendrons encore , par une autre voie ,-à l'évaluation:' 
de sin 1®. 

On trouve dans la Trigonométrie de M» Legendre (pag. 347)». 
cette équation 

iGx^ — 200;^ + Sx — m = o , 

dans laquelle x représente le sinus du cinquième de l'arc dont 

le sinus est m. Pour m = 1 , 07= si^ -=- := sin 20% et , dans 
- • o ■ 

cette hypothèse , l'une des racines de l'équation 

160;^ «— ftoo:^ -f- 5o: — i =± c^ 

est 1 , et en divisant l'équation par o: — 1 , on trouvé pour* 
quotient 

i6x4 4. iGor^ — 4x* — 40: + I ±a o : 

le premier menxbre est le quarré de 4^ -f- so; — * 1 , ensorte 
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qae Téquation précédente devient * ' .' 

4^ + aa: — 1 = o7 

d'où 

1/5 1 

a; = sin ao* = ^—^ = 0,30901 69943 74947,' 

résultat exact dans les quinze premières décimales. La racine 
négative prise positivement, donnerait le sinus de 'Go\ Cda-^ 
naissant sin 20^ et cos ao^, on en déduit ( page citée) . 

sin 10' = o,i5S43 44^^^ 4^23i 

sin 5** = 0,07845 90967 27845 =: n; 

le sinus de 1* sera la plus petite racine de T équation 

1 Sx^ 200:^ + 5 JC 71 = o , 

en y faisant n = sin 5°. Or en prenant pour première ap- 
proximation de la racine j;=sin i*. la longueur de l'arc 
de 1^ qui est^ en s*arrêtant aux six premières décimales ^ 

0,015707, 

nombre que nous représenterons par a, on fera , d'après la 
méthode exposée (Alg. , 1'* sect.) x =z a-j^x^ et Ton tron- 
vera ^ / 

, i6a^ — 2oa^ + 5a — n 

8oa4 _ Goa^ + 5 • 

et après les substitutions faites des valeurs numériques de a 
€t 71, on aura 

x' = 0,00000 03173 11820 7. 

Comme le premier chiffre significatif est du huitième ordre ^ 
on voit que les sept premières figures de la valeur de l'arc 
appartiennent au sinus : on aura par conséquent 

X :=5 sin !• =: 0,01570 73173 ix8âl. 
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En faisant une opération de plus , c est-à-dire en substituant 
pour a le nombre* trouvé pour x , on trouve que le premier 
chiffre significatif de x" est du seizième ordre ; d'où l'on con- 
clut que la valeur précédente de x est exacte jusqu'au der- 
^nier chiffre. 

Passons au calcul des tangentes en parties du rayon : en 
allant de minute en minute , ou de dix en dix ipillièmes, on 
aura en total dix mille tangentes ^ dont on calculera les 5ooo 
premières en divisant le sinus par le cosinus. On déduira led 
/^o qui suivent , de la formule 

tang Q.-f- a\ = Q tang Q.a + tang ^Z*- aV 

qu'on obtient en faisant Tn-=:z -j dans celle-ci 

4 

*^ /- ^ N tang m ±: tang a 
tang (7n±:a) = ^ 2 — 

X rp tang m , tang a 
qui devient par là 

tang(-7±:a) = -^2_ • 

^ \4 / 1 zp tang a* 

d'où Ton déduit 
tang(| + a)-tans(;J_a)=^-i^^=a tangaa. 

en observant que tang -r = i*. Enfin pour avoir les 6oo der* 

4 

nières tangentes, on aura recours à la série 

i X oc? ax^ x'f gjr9 . 

• * 

qui est très convergente pour les arcs qu'on considère. Si l'ooi 
suppose , à Timitation de ce qui a été fait , 

cot a; = - — B'— C— fiD'— E'— F^— 6q i G'— H'— 1\ etc. , 



•8o 


THEOREMES 

• 




on aura 








F' = X . J 


F' = x* . 


iiE' 




C o-.-^B' 


G' — x* . 


- ' F' 




jy — a^.i^C 


H' =a- . 


17S ^''^ 




E' ~a^. i ly 


r = x» . 


ssiT n' 



On a tiré d« F^ plutôt que de G' la valeur de H^, pour Faroir 
exprimée d'une manière plus simple. Le produit F'jtf est ^a- 
lue dans le calcul de G' 

Les tangentes intermédiaires de dix en dix secondes , se 

calculeront par la formulé 

sin X 

tang X = . 

'^ cosx 

« 

Ayant ainsi de o à loo degrés , les sinus et tangentes naturels, 
c'est-à-dire évalués en parties du rayon ^ on est dispensé de 
calculer les cosinns et cotangentes. Reste donc à chercher les 
logarithmes de ces nombres. 

« 

On a trouvé (Alg. ,2* sect.) 

log(i — a:-)=-2M(èx» + ix* + ^x« + etc.}, 

dans laquelle M = 0,43429 44^ ^9 oSaSi 627G5 111289, etc.; 
nais à un arc x très-petit , on peut ^ ainsi que nous Vavons 
reconnu plus haut par le fait , substituer son sinus (*) : donc , 
dans cette h}'pothèse , 

1 — XX = 1 — sin'x = cos*a: ; 

conséquemment 

log ces X = — M (^ sin'x +isin^x + ^ sin^jc + etc.} . . . (8) , 

série trouvée par M. Delambre , et qui donne les logarithmes 



(*) Voyez , a« »^^' ^^ l'-^^g* > <me dëmonstration de cêH» propôtitioii. 
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des cosinus des petits^arcs^ ou ceux des sinus des arcs voisins de 
100 degrés. 

La formule connue 



sm X 



smiix + ix)z=:asin{xcoê^x , d'où sin i a; =: — ^-^; 

donné les logarithmes des sinus des. arcs au-dessous de 5cl^^ 
lorsqu'on connaît ceux des sinus des arcs compris entre Bo® et 
100* : Teste donc à calculer ces logarithmes. M. De/amftre pro- 
pose a cet effet la série 

log.m(x + a)=Iogsmx + aM{| ^^.^^^_^^^_^^.^J 

* ^ L8m(x4-a)+sma:J ^Lsin(x'-|-a)-f-8ma7j J «^ 

qui se déduit du développement 

log ( « + X) =iog „+.M {^+f (_^y 

en y faisant ti = sin a: , h -f- Jf = sin ( op + a ) , d'où 
X = sin (x-f-a) — sin x. 

Pour X =5o% et a t= i*, le log sin 5i** sera donné par une 
série très-convergente : elle le sera d'autant plus que l'arc sera 
plus voisin de ioo% parce que la différence sin (x+à) — sin a; 
va toujours en décroissant, ce d&nt il est bien facile de s'assurer, 
tandis qu'au contraire le dénominateur sin (x-f- a) -f-sinx va 
toujours en augmentant. 

On a cette suite de transformations ^ ^ 

8În ( g? + g) — sin x tanc; i(x + a — x) tang {a 

«in (x+a) 4-8inx tang^ (x-f a-f-x) tang(x + ^a) 

=tangj acot(x-f-5a) , 



^ 
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en observant que -. — 7 — ; { . — : — est la différence de densr 

^ 8in(x-f-a) -4-sinx 

sînns , divisée par la somme des mêmes sinus » rapport qui est 

' celui de la tangente de la demi-difTérence des arcs à la 

tangente de la demi-Sonmie des mêmes arcs. Si l'on fait 

cette substitution dans (9) , on obtient cet autre développe-^ 

ment de logsin (x-f-a) , savoir 

{a 
tang - cot (x+ Ja} 

:+ i (tang^ycof (x +f) + i (tang^ycot* (x +0+ etc.]: 

Plus on approche de 100% plus les termes de cette série de- 
viennent petits et plus elle est convergente. • 

La formule (5) exigeant pour chaque siilus une multipli- 
cation qui ^ à la vérité , est abrégée par les multiples da 
facteur constant , préparés d'avance , est plus propre à cal- 
culer ou à vérifier un sinus en particulier^ qu'à construire 
une table ; nous pensons donc qu'on ne sera pas fâché de trou- 
ver ici un aperçu des moyens employés au bureau du Cadastre , 
pour obtenir les sinus et tangentes naturels avec une approxi- 
mation qui dépasse tous les besoins. 

Considérons une suite d'angles en progressions par différence 
égales : si l'on représente a sin ^ a par p , on aura cette série d« 
iinus et de différences successives : 



ET PROBLÈMES. 



a85 



on 0» co S 

^ém H'* Nri« N<< 

S P S 



- ï ? Y 
p. + + + 



H 









"T3 "o 'a 

o o o 
o o o 

la co co 

+ .+ +. 

I»|cn i»|w wl*' 



S* 

CD'* 
•t 

S 
O 
(D 
ai 



O 



I I I 

•«i "^ ^. 

ss. s. a. 

o a s 



+ + + 

g' § fi. 



« 

& 
S» 

CD 

O 
A 



O 



I I 

o o 

co on 

+ + 



B 



o 

A 
oi 



l 



A 
O 



+ + 

co co 

+ + 



A 
O 



5 



S' 

n 
S 

O 
A 



Dans la colonne intitulée premières différences y se trouvent 
les diiféràoces en^e chaque sinus et celui qui est immédiate»-^ 
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ment au-dessus : la colonne des deuxièmes différences est don- 
née par une première différence moins que celle qui est au- 
dessus : les différences troisièmes résultent de la même ma— 
nière de deux différences secondes consécutives^ ^et ainsi de 

suite. 

«■ 

Ayant donc un premier sinus ^ sîn x , par exemple , et seu- 
lement le premier terme de chacune des colonnes de différences^ 
on p^ut prolonger toutes oes colonnes par des additions, et enfin 
celle des sinus. 

Il résulte de la loi de dérivation des différences successives y 
le tableau suivant : 

•+• sin (x+ a)= + sincc + p cos (^x+la) 

+p cos (j?+|a) = +^ cos (a^4■iûf)— p* sin (x+ à)i 
— p* sin (x-j- 2û) = — p* sin (x + 1 û) — p^cos (x-f-f a)f ' : ' ^^ 
— p^cos (x4- |a) = — p^cos (r -f.|a)-j-p4 an (x+aa) 

etc. 

Maintenant^ pour abréger, posons 

+ p cos (x + i a) = A*sin x" 
— p* sin (a? + 1 a) = A*sin xl 

*— p^cos ( a; + a a ) ^^^ A^sin xf (^) 

+ p4 sin (x + 3 « ) = A'^sin x' 
etc. 

les notations A', A% A^, etc. écrites en avant de sin x , devant 
rappeler les différences successives relatives à sin x, Substi-« 
tuons ces abréviations dans les relations (B) , et nous aurons 

+ sin ( X + a ) = sin x + A* sin a?' 
+ p cos ( X + f û^ ) = A^ sin X + A* sin xi 

— p* sin ( a; -f- ^^ ) = A* sin x + A^ sin xS • • • • (D) 

— p^cos ( X +1 a ) = A^sin X •+• A'* sin x| 
-+- p^sin ( X -f 3a ) = A* sin oc ^ A* sin x^ 

etc. 
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Enfin ^ si Ton multiplie chaque men^b]:e'des équations du t^«> 
bleau (D) par — p^, et qu'en place des produits des premiers 
membres par ce facteur , ' on écrive leurs valeurs prises dans le 
tableau (C)^ on aura le suivant : 



auquel il faut joindre cette valeur de la différence première 

A* sin a; = sin a cos x — j p* sin x. 

Du tableau (E) , on déduit cette formule générale 

A" sin a: = — p* (A"""* sin a: + A^Z* sin x) -, 

et on remarque que pour un autre sinus de départ ^ on est 
obligé de calculer de nouveau une suite de différences rela- 
tives à ce ^sinus : c'est ce qui a déterminé M. Legendre à 
rechercher une formule qui fasse dépendra les différences 
Successives du sinus de tout arc , de celles des sinus de deux 
arcs fixes qui sont zéro et le quart de la circonférence. A cet 
effets qu*on se reporte au tableau (G) , et on aura, par le dé« 
veloppement des premiers membres , celui qui suit : 

A * sin 07 =s + p cos x cos ^a — psinxsîxjiîa 
A* sin 0? = — p* cos X sin la — p* sin x cos ia\ 

A^ sin T = — p' co^ X cos f a + p^ sin a: sin | aj (F), 

A * sin Jc = + p4 cos x sin a« + p* sin a: cos aa 
A* sin X = -f-p* cos x cos fa — p^ sin x sin f a' 

etc. 

£i Ton représente U qu^rt dé U (^QQoSévenee par i / et 
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jquon fasse les hjrpothèses x=o , an=i , le tableau (F) donnera 




A * sin o = + p cos | a 
A* sin o = — p* sin la 
A ^ sin o = — fp cos | a 
A * sin o = + p^ sin aa 
A^ sia o = + p^ cos f a 
' etc. 



A ' sin 1 = — p sin ^ a 
A* sin 1 = — p* cos la 

\ ' sin 1 = 4- P^ sin | a • 
A ^ sin 1 = -f- P^ cos aaj 

^ ^ sin 1 = — p^ sin f a 
etc. 



CG) 



% Les valeurs des différences d*un même ordre qui se rappor- 
tent à sin cet à sin i , dans le tableau précédent ^ étant les 
coef&ciens de sin x et cos x dans les différences successives (F) , 
on pourra en faire les substitutions qui donneront ces nouvelles 
expressions des différences consécutives, de sin x 

A * sin 07 = cos a; * A ^ sin o + ^° ^ A ^ sin i 
A * sin X = cos x A * sin o + sin a: A * sin i 
A ^ sin of = cos x A ^ sin o + sin a; A ^ sin l 

etc. 

d*où résulte ce terme général des différences 

A "sin X = cos x , A "sin o + sin a;. A "sin i , 
qui est la formule annoncée. 

Orpoura;=:o et a=::o,oooi=: i', on a 

m 

A'sino=r sino,cooi , 
et pour o; = 1 , a = o,oooi , on a 



:A»sin i =— 2.— --â6in*5a=:l«--C0S a:::^ i-«cO«o^o<?Oi; 
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Ces deux premières différences calculées , les autres en ré- 
sultent d*aprè& le tableau (£) , en faisant dans les formules 
qu*il contient , or = o , puis 0:= 1 : il reste donc à multiplier 
par cos X la différence relative au sin o ^ et par sin x celle 
de même ordre ^ qui se rapporte à sin 1 , et à faire la somme 
de ces deux produits. 

Les élémens à calculer sont donc 

A*si«o=: sin o,oôo 1=0,0001 5 70796 3ao33 5â556 5âi38 , ctc; 
A*sin 1=1— coso,oooi=G,ooooo ooiaS 3700547599 4747^ ^^ * ®tc*; 
p*=a ( i -—cos 0,0001)5=0,00000 00246 74<»io 95198 94950 , etc. 

Si Ton évalue les différences successives de sinOi sîa 1 a c'est-i 

à-dire , 

A > avec a& décimales. 

A».....aB. 

A^ aS. 

A^..«...a9 

A* 60 

A« 3a 

A^ 35 

A» 54 

' A9.....35, 

pvxis le sinus et le* cosiùus d*un are dé dépSUt; pdf exemple; 
de 0,01 du quart de circonférence avec ai décimales exactes^ 
et qu on déduise dé ces éléïnens , d*après la fotttiule 



t 



A " sin X =s cos X. A* BÏn o '•\^ êin X . A^ wa, i , 

les différences A* sin a; , À^ sin a:. . . ^ . Ad sin x , oti antâ par 
de simples additions et soustractions de ces différences, indi-^ 
quéeâ parle tableau (A) , les sinus db 0,01 à a,03 , -de dix en 
dix millièmes avec ai décimales exactes. Arrivé Â^>oa> oa 
en calculera le sinus et le cosinus, cpr/ori, puis les neuf dif- 
férences correspondantes , et on interpolera de la même ma* 
nière les cent sinus de o^oa à q,o5 , et ainsi de suite* 
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Pour les tangentes , les différences ne se présentent pas aoui 
une forme aussi commode : d'ailleurs elles se déduisent si faci^ 
lement des sinus et cosinus , au moins dans la digression de o à 
0,5 , comme nous l'ayons dit plus haut^ qu'il est inutile de re- 
courir à d'autres formules. 

C'est par ces procédés et. d'autres qui leur sont analogues * 
mais qui ne peuvent trouver place ici , qu'ont été calculées dans 
l'eb bùre^x du Cadastre , les grandes tables des sinus et tangentes 
nàforéîs àveû aa décimales exactes , ainsi que les logarithmes 
de» nombres > travail dont j'ai consigné l'annonce dans le dis^ 
cours préliminaire qui accompagne celles de Callet. Dans le 
rapport fait à l'institut , MM. Lagrange, Laplace et Delambre 
disent dé ces tables^ quelles sont le monument de calcul /t 
plus vaste et le plus imposant qui ait jamais été exécuté au 
même con^u. Un des grands avantages de l'emploi de ces m^ 
thodes^ était de pouvoir mettre en oËuvre à la fob un, nombra 
indéfini de calculateurs de la plupart desquels on ne pouvait 
attendre d'autres connaissances que telle de l'addition et de la 
soustraction. L'impression de ce grand travail a été suspendue 
par différentes raisons ; mais , ajoutent les Géomètres chargés 
de ce rapport , a espérons que , dans des temps de paix et de 
bonheur, un Gouvernement, ami des sciences et desarts, or^x 
donnera Vachèvement d'un ouvrage qui doit être désiré de ton» 
ceux qui cultivent les sciences mafthématiques. yi Un .tel vœu 
émis par les premiers Géomètres , est pour moi une raison de 
plus de me féliciter d'avoir coopéré à ce grand œuvre dont 
la publication serait pour tous les collaborateurs l'indemnité 
la plus flatteuse et la plus réelle. Nous terminerons en recom- 
mandant la lecture des discours qui se trouvent en tête des 
tables de Callet et de celles de Borda » revues • augmentées 
et publiées par M. Delambre. 
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Sur la Trigonométrie sphérique* 



Théorème LXV. Les sinus des angles ^onê pwpi^rtion' 
nels aux côtés opposés à ces angles. 



Soient ABA'B^ BCB'C, ACA'C trois grands cercles .de la Figî'34* 
epbère dont le centre est en O ; si Ton joint le point O aux 
point* A, B, C par des droites AO , CO , BO, on formera 
une pjrramide triangulaire OACB' dont les angles entre les 
faces sont les mêmes que ceux du triangle sphérique ABC ; 
car, par exemple ^ Tangle en B est celui de deux tangentes 
en B aux arcs BA , BC ; l'angle entre ces tangentes est yisi-* 
blement Vangle d'inclinaison de la face COB sur la face AOB J 
Les angles entre» les arêtes , savoir, COB, COA, AOB sont 
mesurés par tes arcs CB , AC , AB du triangle spl^érique» 
Nous désignerons ces arcs par a, fr , c , et les angles entre les 
faces , savoir, entre COA et BOA, BOC et BOA, COA et 
COB qui sont BAC, CBA, ACB, par A, B, C; ehsorte que 
les angles A , B , C entre-les faces , soient opposés àùx angles 
a, 6, c entre Les arêtes. 

Supposons la pyramide OACB développée sur le plaft de- F'8-^55. 
la face AOB , et construisons en D£Q l'angje A opposé à la 
face a , et en P'PG Tangle B opposé à la face 6 , et prenant 
OÇ = OC pour le rayon des tables I on aura 

• 

DG : sin DEG :: ED ou CE : i 

D'G : sinD'FG :: D'F on FC : i; 

donc , en observant que CE = sin A, FC'rassin a, et qtie , 
par construction , DG = D'G , on a 

« 

•ia A sin 6 = sin B sin a : 



flgo 

d*où l'on déduit 
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(i). . . .sin A ; sin B 
On trouverait de même 
(s)... .sin A '; sin C 
(3).. • .sin B : sin C 

Donc les aînos des angles sont proportionnels aiçc câtéi 
opposés 

Théorème LXYI. a^ b, c étant toujours les côtés éTun 
triangle spherîque , A l'angle opposé au côté a , oi» a tanOf 

logie 

cos a r= cos b cos c -f" ^ùi & sin c cos A* 

Fig.a35, Menant les droites GH \ £K Tune parallèle et Tautre per- 
pendiculaire à OF ^ on aura 



OF = cos a =s OK + KF =: OK + GH. 



Or 



OK : OE : 
GH : EG : 

EG : ED : 

donc 



cos c : 1 ; d*où OK = cos i cos c. 

^ * \ d*où GH = sin & sin c cos A : 
cos A : ij ■ ' 



(4) . . • cos a = cos b cos c -f* ^ûi & sin c cos A 

et de même 

(5) . . . cos b = cos a cos c + sin a sîn c cos B 
(G)... cos c = cos a cos 6 + sin a sin'i cos C 



• . -(B). 



Corollaire P\ Les faces de la pyramide supplémentaire ^ 
c est-à-dire les angles entre les arêtes , sont (Réc, Théor. LII^ 
pag 220 ) TT — A, 'TT — B, TT — C , 'T iHaiU la demi-<:ircon— 
férence : les cosinus sont — cos A , —cos B ^ — cos C ; l'anglo 
opposé à la face ^r-i— A est 7— -a dont le cosinus est 
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— C08 a. Donc , pour cette pyramide supplémentaire , lei 
équations (4) , (5) et (S) deviendraient 

(7) . . .— cos A = cos B cos C — sin B M C cos a^ 

(8) . . .— cos B =:cos A cos C — sin A'isin C cos b\ (C). 

(3) . . .— cos Ç =cos A cos B — sin A sin B cos c| 

* 
CorolUàre II. La valeur de cos c , Sonnée parTéquation (S), 

ëtant substituée dans Téquation (4) > donne la suivante 

cos a =: cos a cos4 -f* ^^ a sin 6 cos b cos C -|- sin 6 sin c cos A > 

laquelle y à cause de cos^6 =3 1 — sin^ft et du facteur commun 
sin b , devient 

cos a sin 6 = sin a cos b cos G -f- sin c cos A. 

Prenant dans Téquation (a) pour sin c sa vdeur «• 

tin c = — r— 7 — . et la substituant dans la dernière équation . 
sm A . 

on trouve 

(10) . . .bot à'àh'b = cot A sin C 4- ^0% b cos Ç 

et par analogie .* 

(11).. .cot a sin 'c = cot *A sin B -f* cos c cos 

(12). . .cot A sin a = cot B sin O + cos- a cos Cf^^ 

(i5). . .cot b sin c =:^ cot B sin A -rf- cos c cos Al 

• I 

(i4)* • «cot c sin a =s cot C sin B -f* cos a cos^ B 
(i5). . .cot c sin & = cot G sin A -f- cos b cos A 

L'iensemble de eus équations comprend la sohiticni de tontes 
lès questions de trigonométrie sphérique , car elles donnent les 
quatre restions simples qui existent entra les ^x. lélémens du 
triangle sphérique. 

Le système (A) donne la relation entre deuxcôtéfetdenas. 

Angles opposés à ces côtés. 

s: 
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Le sjrstème (B) donne la relation entra les trois côtés -et 

un angle. 

Le système (C) entre trois angles et nn côté. 

Le système (D) eâtre deux côtés et deux angles dont run est 
opposé et l'autre adjacent au même côté donné. 

Lorsque le triangle sphérique est rectangle^ un dee angles , 
Tangle A^ par exemple, est droit , et les première -équations 
des â}r6tèmes (A) , (B), (C) et (D) deviennent 



4 



(ib) sm a = --:--s 

^ ' smB 

(17) cos a = cos b cos c^ t.CE)J 

. (18) cos o = cot B cot C jr 

(ig) cot a =s coti cos Cl 

Lorsque l'angle C est droit ^ les premières équations des 
systèmes (C) et (D) donnent 

(20) cos A = sin B cos a | ^^^ 

(31). • ...cot A = cota sin b) ; ^* 

Les six équations (E) et (F) donnent directement la so- 
lution de tous les c^s des triangles sphériques rectangles , et 
comme elles soi^t sous une forme commod» pour l'emploi des 
logarithmes , on s'en sert .communément dafisla trigonométrie, 
en décomposant tous les triangles en triangles rectangles par 
l'abaissement d'une perpendiculaire. 

Nous renverrons, pour le surplus, au n® 8 de là Correspoih' 
dance sur l'Ecole Impériale Polytechnique , dont nous^avons 
extrait ce qui précède. 

Il sera bon de montrer l'identité des -principes qui servent 
de base à la Trigonométrie rectiligne et à la Trigonométrie 
sphérique. 

FJg-936. Soient AD la tangente et OD la sécante del-arcAB ; soiiMit 
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AE la tange«ite et OE la sécante de' l'arc AC. Si Ton désigne 
par a, b , c les côtés BC , AB ^ AC du triangle sphérique cons- 
truit sur la surface d'une sphère dont le centre est O, et 
par A^ B, G les angles opposés à ces côtés, le triangle rec- 
tiligne ADE dont nous xieprésentelroi» le ,côté DE par x ^ 
donnera 

a^ =s tang^3 + tang*c — a tang b taug.c cos A *, 

le triangle ODE donnera de même 

x* = séc*6 -+• séc*c — 2 sec • i séc e ^coe 4f 5 

soustrayant la seconde équation de la pren^ière , et oDser- 
Tant que séc*i — tang*i = 1 , oa .aura , rédaction faite , 

+ 8in 6 , sin c . cos a 
T — ' iCM A .-- 7 = o . 
cos cos c cos o • cos c 

tt par conséquent 

> 

cos a r=z cod i cos c -{- shi ifr 'Sib c cos A> 

cos b = cos a cos c '^-^ sin a sin c cos B^ » . • .«'(«p)'* 

cos c ,= cos a cos b -j' sia a sin b cos Cj 

• • • - • . , . 

La combinaison de ç^s trois équations donpe 1^ résolution de^ 
tous les cas possibles des triangles spbériques. 

Si de la première de x;es trois équations > on tire la valeur 
de cos !A. et quon l'intcoduise dans sin*A= 1 — cos^A , on aura, 
après les réductions , 

... • l/l 1 — cos'o— cos*6-*co3*c4-3'Co*fi CosA cos c } 

sm A=8m a X -^-^ -. . . . 1 

sma.sm^.smc 



Si l'on désigne par M le facteur de sin |i , Jeqnel est symé-^ 
trique au moyen des sinus et cosinus des côtés à^ b,c,oià^ 
pourra écrire 

sin A = M siii a, . • . .(i); 
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les deax dernières équations (a) donneront par nn calcii] 

semblable 

sin B = M sin fi (a) 

sin C = M sin c.....(3). 

On conclut de ces trois relations que les sinus des angles d'im 
triangle sphérique , sont proportionnels aux sinus des cdtia 
opposés , propriété trouvée plus haut par une autre Toie* 

Des équations (a) ^ on tire 

. cos a — cos b cos c 

COS A = : 1— : 

Sin o sukc 
-, cos b — cos a cos *,. -^ 

cos B = : -: > (C), 

sm a sm C f 
^ cos c — cos a cos il 

cos C = : : ; 

sin a sin i 

Si entre les première et troisième équations (a) , on élimina 

cos Cy on aura 

cos A sin c + cos C sin a cos b = cos a sin &. . .(4); 
mais, d'après les équations (i) , (a) et (3) , on a 

sînC 
sm c =r sm a -: — r ; 

sm A * • 

donc 

cot A sm C + cos C cos & = cot a sin i ; 

d'ailleurs 

**^* t sîn b sin B 

cot a sm i =: cos a -: =cosa- — --• 

sm a sinA' 

donc l'équation (4) deviendra 

cos A sin C S3 cos a sin B — «in A cot C coi i. . • • (5) • 
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en trouvera pareillement 

cos B sin C =: cos 6 sin A — - siaB cos C cos a, . , «(G)») 
Eliminant cos b entre (5) et (6) , on obtiendra 
coi A =s cos a an B sia C — cos B cos C 

et de même . 

cos B = cos 3 sin A sin C — cos A cos C( 
ços C = cos c sin A sin B — ^ cos A cos B 

qui sont les relations (C) trouvées (pag. agi )* . • 

Il est remarquable que le système (C) se déduit de («) ;/ 
et réciproquement , en écrivant A , B , C au lieu de a, b , c , 
et vice versa y les cosinus çtant affectés du signe négatif. 

Voyez pour les détails,- les Traités de Trigonométrie de 
MM. Legendre et Lacroix , et un beau Mémoire de Filluètre 
LiOgrange (sixième numéro du Journal de V Ecole Polytech'r. 
nique'). 

De la Poljgbnométrie et de la Poljédrométrie^ 

On entend par polygonométrie > l'art de déterminer , dans un 
polygone rectiligne quelconque, plusieurs de ses parties à Taido 
de celles qui sont connues. Pour effectuer de telles opérations, 
il faut donc , comme pour les triangles , connaître les diversea 
relations qui existent entre les côtés et les angles d*nn poljr^ 
gone. Les premiers essais en ce genre sont dus k^Lgmbertj 
mais ce grand Géomètre ne s'occupa que des quadrilatères , 
et encore se borna-t-i] à indiquer la marche à suivre pour 
former une tétragonométrie complette. Après lui d'outrés 
savans étendirent cette théorie, entre autres Lexett ^ dàiïs 
deux excellentes dissertations insérées dans lès 19 et a(f vo^ 
lûmes des Mémoires de Pétersbourg. Messieufs Lhuilier de 
Genève et Camot ont enrichi cette matière de leurs propret 
découvertes. 
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La polyêdromètne est aux polyèdres ce qn*est la po1jgo<3 
nométrie aux polj^oneç : cette partie de la géométrie dei 
Bolides dans laquelle on considère les diverses relatioDs entre 
les angles dièdres et leurs faces , est encore trop peu arancé^ 
pour former une doctrine complète. Nous nous bomeroiia , à 
regard de ces deux branches de la géométrie , i faire con- 
naître les propositions les plus intéressantes et les lliéorèmei 
les plus élégans. 

Théorème LXYII. Dans tout polygone plan , diaque côté 
est égal à la somme de tous les autres multipliés chÊKsunpisr 
le cosinus de V angle qu*il forme avec le premier. 

«.. , Ce théorème est évident à l'inspection de la figai;e ; car dans 
le quadrilatère ABCD , la base AB est égale â la aomnie des 
segmens Ad ^ de ^ cB , et chacun de ces segmens est i y^l à 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle , mul^pliée p^r le opamii 
de Taqgle que fait cette hypoténuse avec AB. 

Posant donc AB==a, BC = 6 , CD = c, DA= d, et dé- 
signant par ( a , 6 ) Vangle de AB avec BC ou de a avec b p 
par (a , c) Tangle de AB avec CD ou de a avec c, p^i Qa,d) 
l'angle de AB avec AD ou de a avec J , on aura 

a == 6 cos (a , ft) + c cos (a, c) -f- ^ cos (fl, rf). 

Cette proposition qui sert de base à la théorie do^t il 8*ag^t , 
n'est pas restreinte aux polygones plans , comme il est aisé de 
le démontrer , et Ton conçoit qu elle s'éteud à un polygone d'uB 
nombre quelconque de côtés. 

Théorème LXVIII. Z>ans tout polygone , Ut somme des 
côtés multipliés chacun par le cosinus de F angle que forme 

.sa direction prise dans le sens du périmètre , aaec une droite 
quelconque tracée à volonté dans le plan de ce polygone , est 

.égale à 2,éro, 

f ig.!>38. Soît AX la droite à laquelle on rapporte tous les côtés du 
polygone ADCB , et nommons x cette droite indéfinie , oji 
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/(Rura , en vertu du théorème précédent , et en faisant .usage d* 
la notation adoptée^ 

Ab=:=:b cos (6 , x) + c cos ( c, a?) -f- cîcos (d^a?). 
D*Hn autre côté^ le triangle rectangle AB& donne . 

Ab:^=: a cos BAX ; 
donc 

acosBAX=6 C08 (6,0?) -f-ccos(c ,x) + deo8 {d^x): 
Mais on sait que cois ( 200^-^ a) = — cos z , donc 

cos BAX = — cos BAX' = — cos fa , a:) ; 
donc 

n cos (a , a?) + icos (6 , x) + c cos (c, x) -j^iicos (<i, a:):=o.' 

Remarque, 

Les angles (c!, a:) yic,x)^{b,x*),(^ayX) sont les m^es 
que les angles {d, à) , (c , à) ^ (b , à) du théorème précédent , 
dans lequel le côté AB tenait lieu de Taxe AX; et au lieu de 
l*angle (a , x) = BAX qui serait nul dans .le théorème cité, et 
dont le cosinus Serait l'unité , on prend ici l'angle supplément 
taire dont le cosinus est le même ^ à la différence du signe. 

Théorème LXIX. Dans tout polygone , le quarte d'un 
éc6té quelconque est égal ^ la somme ^s quafrés de Jtous les ^\»^^ 
autres côtés , rnoins deux fois les produits de tous ces autres 
côtés multipliés deux à deux et par le cosinus de l'angle 
qu ils comprennent. 

Posons toujours AB = c , BC = & , CD = c, i>A'C=^; . . ., 
on aura , par le théorème LXVII , 

(1). . . .a = & cos (a, i) + c cos (a/c) -f- d cos la,d) 
(a). . . ,i = a cos (b , a) •+- c cos (b, c) + </ cos (b[,d) 
(3) . , , . c = a cos (c, a^ + ^ cos (c , A) + d cos (à, d) 
(4) A .»d:= a CÙ9 (d,a) + b cos (d, i) ^.e coê (iï,c). 
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en obseirant qoe pour passer de (1) i (2), il ne bot qa# 
changer dans (1) a en 6 et 6 en a ; que pour passer de (a) à 
(3) , il ne faut que changer dans (2) 6 en c, et rédproqneiiieiit 
c en 6 et ainsi des autres. 

Multipliant par a la première équation , la seconde par h\ 
la troisième par c , la quatrième par d , etc. , et ôtant la aoimiie 
des derniers produits du premier^ il viendra 

fl*=:3*+c»+ £p+ etc. — 3 {bc cos (i,c) + &2co6(i^i/) 

-f- cd cos (c, J) -f- etc. } 

ce qui e5t la propriété énoncée , et on remarquera que celle du 
triangle obliquangle ( Théor. X , pag. go) n'est qu'un cas pv* 
Ciculier de ce principe général. 

Pour introduire dans la formule ci-dessus les angle» même 
du polygone que nous supposerons de quatre côtés ^ oh remar- 
quera que 

(ft,c)=C, (i,rf)=:C+D-^2oo^ (c,d)c=D; 

donc 

a*=i* + c*4-J*+etc. 

— a^ôccosC — Wcos(C-| D) +cdco8D+ etc.J* 
Pour le pentagone , on trouverait 

^ rJccosC — Wcos(C +D) 4- iecos (C+D + E)l 
1+cJcosD — ce cos (D -f-E ) + rfe cosE J 

propriété qu'il sera facile d'étendre à des polygones d'un nombre 
quelconque de côtés. 

Théorème LXX. Le double de Taire d'une fi^Te recti^ 
ligne quelconque , est égal à la somme des produits de ses côtés, 
excepté un , multipliés deux à deux , et par le sinus des angles 
qu'ils comprennent, 

• ■ ■ 

Désignons par S l'aire du quadrilatère cherché ; si on prolongea 
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CD , BA jusqu'à leur rencontre en O ^ on aura Fîg.t>37. 

S = surf OCB — surf ODA ; 
•i on fait OA = * , OD =3^ , on aura ^ 

■ 

surf OCB = i- (c -f > ) (a + a) ain ' 
surf ODA =z l ay sin O. 



Dès lors 

=^ tf c sin O + ï û j^ sin O -{- i *c sin O ; 

d'ailleurs le triangle ODA donnant 

. -.^ . ^ ^ sîn D 

• «e : ^ :; sm D : sin O 



I' 



fonaura \ ds\nX 

: sin O J y Iv = ■ . ^ ' 



> : c2 :: sin A : sin O J y ' > — - i-1 

^ ^ sinU 

' • , • ■ •■ ••■ . 

«t la yalenr de S deviendra ^ 

S = ïacsinO+ ^adsinA -jr- ^cJsîn D. * 

On peut introduire dans cette formule les angles du pôly-« 
gone;car 

(a,c)=0:=A+D— floo**, (a,cî) = A, (c,rf>=D; 

donc ♦ 

m 

S = I {orf sin A — ce sin ( A + D) +ccï sin D }. 

Un procédé analogue donnerait pour Taire du pentagone ; 
ABCDE, Fig-aSg} 

^_^ j oisinB— acsin(B + C)+aJ8inf B + C + D)! 
■^M+*csinC— Msin(C+D) + cdsinD h 

Dn composerait facilement dès formules représentatives de» 
fires des autres polygones. 
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Remarque* 

m 

n fant observer ,' i*. qn'3 s'agît ici , comme dans les fomtnles 
précédentes, des angles intérienrs du polygone; a*, que lefriiK/ 
cîpal avantage de ces formules consiste en ce qu'elles dispeiF* 
sent de construire une figure : elles se présenteraient aons nna 
forme plus symétrique relativement aux signes , si an lieu des 
angles intérieurs du polynôme , on employait les angles ezté* 
rieurs , c'est-à-dire ceux qui sont formés par un câté de la 
figure et le prolongement du côté suivant. (Voyez le n^ 69 et 
suivant du Traité de Tapopaphie, d'Arpentage et de ASveUe- 
ment^ par Puissant. 

Problème LXXXXY. Connaissant dans le quadrilatère 
ABCD , les côtés b , c , d et lés angles A , D^on demande 
les autres parties du polygone. 

yig.337. On voit sur-le-champ que la perpendiculaire Ce est en même 
temps égale à 6 sin (a,i) et à c sii^ ia,c) + d aîn Qa,d) i 
donc 

b ànÇa,b) =c8in(a,c) -f-^sin (fl,«î); 

c'est*à-dire^ 

& sin B = J sin A— csin(A-|-D)^ 

formule qui donne l'angle B. Pour trouver le côté a, on mènera 
de A une perpendiculaire Aaf sur CB , et on aura, comme 
précédemment ^ 

a sin.( i,a) = csîn (ft,c) -f-^sin {b,d) 

cette formule devient 

a sin B = c sin C — - J sin ( C + D ) : 
les angles A ^ D ^ B étant connus , on a 

C=4oo«— (A+D + B), 
et conséquemment on peut calculer a. 
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On pourrait encore recourir à la formule 

a=ftcos(a,6) + ccos {a^c) +dc6s ia,d), 
démontrée ( Théor. LXVII , pag. 396 ). 
De ces deux formules 

b cos (ç,6) = a — c C08 (ayC) ir- d cos (a,d) 
b «in (a,fe) — <î sin (<3J,c) + d 8in.(a,d), 

•n tire par la division 

_j Jsîn A — c sîn (A + D) 

taDg(a,0=tangB = ^_^^^^^_^^^^^^^_^P^ , 

et par la même raison* 

A _ csinD— ftsin (C 4-D) 
tang A _ ^_c cos D + ^ cos (C+D)* 

formule qui servirait à évaluer le troisième angle d'un quadri- 
latère^ si Tou connaissait trois de ses côt^s et les angles com- 
pris entre les c^és connus. 

Problème LXXXXVI. Résoudre le pentagone ABCDE. 

Après avoir abaissé la perpendiculaire CCf sur AD ^ on FîgaS^ 
trouve ces deux valeurs de CC\ savoir & sinB et c 8iii(c^a} 
-f* d sin (£2>a) -|- esin A \ ainsi 

i sin B = e sîh A + J âin (rf,û) + c sin (c,a). 

Or si Von suppose les côtés DE^ CD prolongés jusqu'à la re»^ 
contre de BA , on trouve 

l'angle (i, a) = A+ E— -jr ; 
l'angle (c , a) = A -f E + D— iwf ^ 

jr étant la demi-circonférence : on a donc 
.ésinBss^ôinÀ— dain(A+E)-f.c8iQCA + E+D). 
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Mais si au lieu de calculer B , il fallait déduire de cette 

relation la valeur de Tangle A, on serait obligé de .déyelopper 

les facteurs dans lesquels cet angle se trouve engagé* On aurait 

ainsi 

&sinB = esinA-— JsinA cos E -— c? cos A sin E 

-f- csînAcos (D-f-E) + ccos Asin (D-f-E), 

€t après avoir substitué pour cos A sa valeur Ki — sln*A , 
l'inconnue A serait donnée par une équation du second |l<?gré< 

Pour 6= o , le pentagone se change en quadrilatère , et h 
formule précédente donne, après la division par cos A> 

<? sîn E — c sin. ( D + E ) ^ 

tang A — g_^cosE-f.ccos (D + E)' 

et comme alors l'angle D devient C , l'angle E devient D ^ e 
devient d, d se change en c^ et c en &^ oa a 

_ ^ csinD — fesin(C + D) . 
^""^^ ^d^c cos D^ À cos ( C -f dV 

Problème LXXXXVII. Evaluer la surface d^unpafygone ; 
connaissant l'un de ses côtés et les angles aux deux extrémités 
de ce côté entre ce même côté et les autres sommets du polygone» 

Il n'est pas toujours possible de mesurer tous les côtés et 
tous les angles d un polygone j souvent ^ême on est réduit 
à prendre pour base unique un de ses côtés , et à, déter- 
miner les sommets des angles par des intersections. Nous 
allons montrer comment on peut ^ dans ce cas^ évaluer la- 
surface. 

Fig24a Soient ABC DE le polygone proposé, AB=:ii la basa 
mesurée : soient en outre les angles observes au point A 

EAB = i , DAB = i^, CAB ^y^ : 
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•les angles obsidryés au point B ^ . :n 

EBA=a=t', DBA îns ^^ CBA = >.<, 
on'a -'••'■. '•"'•'■■ ■ ■■■• ■ •* ■'■ '. 

surf EAD = AE><Ap ^.^ j.^^ . 

5) 

mais. le: triangle AEB 'donné >-*< 

ri. ( «.+ •' ) : « :: •«». •'.•• A^ = ^ ^^.^^>^ ; 

le triangteDAB donne ^ .;.'.ci«*) î'j-'- 

donc 
surf. EAD = — . > . /x ■ ^ K . v\ 5^ ('~ *'^)> 

ontrouyetait 

r T^Aj^ û* sinJ'siny • ar v 

surf. DAC = ^ 3i„(j.4,/j%:^y) sin <<P-» 

surf: CAD ^'^ «iny^ny;. .. , > ; _ 

Par conséquent Taire cherchée est 

|8in r siù J' 81D ( f — «T ) 
.,; .>yp.>ripy . 

PrénaM le pc>iiit B pour .sommet commun d«s -triangles qui 
composent nnu&ce du polygone , oa parvient i 

ski j».rin f an (3/ -^/^) 
,;8in(>. + 3/)»in(/^+J^) 



. J 



sin é.sm/ 



[-*!* util ni èîr » Il 11^ 
L^ sia (« + •')• 






■rr 
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nia» A au lien de calculer B ^ il fallait déduire de cptti 
relation la val^r de l'angle A, on serait obligé de,déT6lopp0r 
lea factenrs dans lesquels cet angle oe trouve engagé* On «nriil 

ainsi 

• ■ • ■ A« . ■ 
&sinB = e sin A— - JsinA cosE-<-> Jcos A slnB! ' 

-f»csinAco8 (D-f-E)-^ ccos A8in,(I>^if); 

€t après atcûr substitué pour cos A sa yàleur rTIZ^^Ji^ 
Tinconnue A serait donnée par une éqnajdon du seco^^^gré* 

Pour &= o , le pentagone se change en quadrilaâtta^ çt Ut 
formule précédente donne^ après la division par cos A> . *" 

^ JrinE — c «n.(D-f.E) ; 

*"* * — e — 4 C08 E + c C08 (Ï>4-È)» ■ r 

^ et comme alors Tangue D devient C , Tangîle E devint !> ^ e 
•devient d, d se change en c^ et c en i^ on a 

A—- csinD — ftsinCC + D) . 
tangA — rf_ c cos D +6 cos ( C -j- D)*. 

Problème LXXXXVII. Evaluer la surface d^unpoiygane ^ 
connaissant l'un de ses côtés et les angles gux deux ^drémités 
de ce côté entre ce même côté et les autres sommets fbt polygone. 

Il n*e8t pas toujours possible de mesurée tous les côtés et 
tous les angles d'un polygone ; souvent /nême on est réduft 
à prendre pour base unique un de ses côtés » et à^détor- 
miner les sommets des angles par des intersections. Noos 
allons montrer comment on peut , dans ce cas | êxiduer la- 
surface. 

Fig34a Soient AB'ÇDE le polygone proposé ^ AB=;:a la base 
mesurée : soient en outre les angles observés au point A 

. EAB = e , DAB == t, CAB == >, ^ 



* 

/• 



« 
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kl ânglea obsidryés au point B^ .. :n 

EBA =a: t', DBA on ^, GBA = ><, 

r * 

An A- .■■*',*• "i. «'Il 
VU ai ' ..^1 . t . j I'. 

surf EAD =• ^- ^ ^P sin EAD ; 



5) 



ttudfl. le.'triangle AËB 'donn^ ^ 



*♦ I 



le triangle '. DAB donne "--^ • ' • '"•^*^ *' '■ ■ ■ 'j ■' ■ • 




'* • « • •■ 






sin 
donc 

surf. EAD = — T-7 — . /x ■ / K . v\ 9^ ('~ J^)> 
on'trouyetait ' ' . 

surf. DAC = -- . rk\ Uà '-'r ' ", ' ' >x amfJ — >) 

surf. CAD b=r : — f — v^-7t- 

a sm (>-b>.) 

Par conséquent Taire cherchée est 

sin f'^siùi' sis (é-^JT) 
jin («+«') siaC/' 4- J'> 

«uff. AÉDCB - i ^^^ r/^^}:M^ • 

Prénaht le ptfint B pour .sommet commun des -triangles qni 
composent 'hi'Sar&ce du polygone , on parvient à . ^ 

sin j'.sin ^ sin jy/ -^^) 
, ;8in (> + >') sinCJ^+cT) 



\. • '" ■ ' i ' ' * ^iL'>-.:x -r^ •* -/..ix... > 



. ■ j 



L .. ..■ ^ . 






s ■ 



'^ Bo(«-(.«'y 
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Théorème LXXI. L'aire de l'une des faces Jtun polyèdm 
quelconque , efii égale à lasomntie .des cures de toutes les autres 
faces multipliées chacune par le cosinus de l'angle qu^eUe 
forme avec le flan de pYofection, • 

Soient a , b, c, d les akes des face» d'un pctlyèdK 

quelconque') ^ Ton prs^nd sujccessivement chacune de ces faces 
pour ipTân 'dej' projectib'd , on aura ^ Trtiéon XXXXTV", pag. 
187), -en supposant d*abord toutes les faces prpj^ ) t é s s >w|r # 

azzzb co$ {a^ by^f^c-càs (ay c) -f* d obs (â> <K)«-^*0) # 

m 

■ -f. . , 

en supposant toutes les ^f^çiss' projetées sur b , 

-' ■ ■■■• -- 7- --■ -■ . m -1 .. ■ . 

i = aco8(6 ,a) + ^'cos (6, c) -f- d cos (^b , d) . . •(«)> 

en supj^osant touteaL.led faces ptojeitées sur c^ .- .«JX! • 

« < 

c = a cos (c, a) +6 cos Çcjb) -f- Jcos>Ccj f^r'V ••(?)> 

"'.etcr- ^ 

--. t • t /M».» ■.». 

Les natation^( a > i ) , C a , c ) , etc. rappellent les angles entre 
les face^-o-rét-i-^ «, -et. ^>Ve^ 

» • *■ 

Tbé^i^è UQCfl. Si^ttà n^jjime basedtm{Mil]F.èdre^ fune 

qUel(^nqwe\âé'ses faces y lé-produit d! une face par le sinus de 
son inclinaison sur la base\ est ^ égal à la somme des produits 
de chacune des auttes fkoes par le sinus de son inclinaison 
'sur ia Jm^e ^^.par iB'Be^irmsde t-angle fofji^pqf hs^ com- 
munes sections dit pian de^ ka buse oA^ec la ptumièÊCB faee<e$,a¥&i 
celle des fades restantes^ tjui .est prise comme fadeur. 

Multipliant successiveméift' îes deux membres de Téquation 
(1) du t&êbrème. précédejGit .par' les coeiEcien& ^\a dânjs les 
suivantes ; et -ajoutant cHaconde des produits aux deux mem- 
bres de régalité entre la éoropxeip éqpations (a) , (3) , etc., 
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on trouvera pour résultats indépendans de la face a , 

4sm*(a, i) = c{co8 (i, c) 4-cos (a, 6^ ^°® ^^» ^^llrA^ 

-f-4{co8 (i,d) +C0S (a, 6) côs (a, J)jj^ ^ 



etc. 



€ sîn» (a,c) = i(co8 (i,c) + cos (a,b) cos (^a,c)} l 

+ rf(co8(c,^-|-co8(a,c)xo8(a,cl)}j; ^ -f 

etc. 
' .■ ' ' 
jet ainn de suite. 

Maintenant ai.l^n désigne par C^y Tangle formé par les 
deux communes intersections du plan de la base a avec clia-* 
cune des faces & et c. et qu'on adopte une dénomination 
analogue relatiyen^Lent ^ux autres faces^ on aura^ à cause de 

co8(ft,c)+co8(a,i) cos(a,c)=sin (a,t)sîn (a,c) cosQCety^ 

(Réc.^pag. agi , form. 7)^ les transformations suivantes des 
/ é,qu^tions (A), (B) , etc. , 

isîn (a,ô)=csin (a^c) co$(Ccty) +d8m(a,d) cos2(Câfi^) 4-, etc. 
c sin (a,c)=zbûn{a,b) coaCCùLyy-^dsin (a,d) cos (t^cuP) + etc. 

etc. 

ce qui est Ténoitcé du théorème. 

Théorème LXXIII. Dans tout polyèdre , le quarré de la 
moitié de la surface est égal à la sorkmé des produits dé toutes 
les faces multipliées deux a d^ux, ftpûr le quarré du cosinus 
àe leur demi^ihclinatson. 

Si après avoir multiplié chacune des équations du théorème 
LXX'par son premier membre * on ajoute ensemble toutes 
ces équations, et qu'aux dieux membres de Téquation résultante 
en ajoute encore le double produit de toutes les faces prises 
deux à deux , on aura . à cause de 

1 + cos /a, i) . , , - ^ 

\ -^ = cos> î (û, 4) , etc. , 
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l'équation suivante 

a ) =ûftcoB4(a,i)+ccco8*i(«,0 

+ iKi C08* ï (a, d) , etc. , 

qui est la traduction analytique de Ténoncé du théorème. 

Théorème LXXIV .^Za somme des quarrés de toutes les faces 
d'un polyèdre ^ est égale au double de la somme des produits dé 
toutes ces faces multipliées deux à deux , et par le cosiims de 
l'angle dièdre qu'elles comprennent* 

En elFet , si on multiplie les deux membres dés équations! 

du théorème LXX respectiyenient par a^b ^c ^ d , et 

qu'on ajoute tous ces produits , on trouvera la propriété énoncée, 
•avoir : 

a*+ô*+c*+d»+ 

=aa&cos (a, J)+aac cos (a,c)-|-aaJcoS (a,d)-{-aic cos (6,c). 

• Remarque. ' 

Ainsi les polyèdres jouissent , par rapport à leurs faces et 
aux angles qu'elles comprennent , de la même propriété que 
les polynômes à l'égard de leurs côtés et des angles entre ces 
côtés ( Rec. de Théor. et Prob. , Théor. LXYII , LXYIII et 
LXIX). Cette remarque s'étend au théorème suivant. 

Théorème LXXV. Dans, tout polyèdre, le quarré d'un» 
face est égal à la somme des quarrés des autres faces , moins 
deux fois la somme des produits de toutes ces autres faces mul' 
tipliées deux à deux , et par le cosinus de t angle dièdre qu'elles 
comprennent. 

Opérant comme on l'a fait (pag. 397 et agS) sur les équa- 
tions du théorème LXX, on a sur-le-champ 

û*=:i*-f.c*-|-d* — fl{6ccos(i,c) + Wcos(^&,rf) + etc.}. 
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Corollaire Ainsi , pour la pyramide triangulaire , on trour* 

Mais lorsqu'un des angles trièdjres est formé de trois angles 
droits ; par exemple ^ lorsque les faces b ,c ^ <2^ont des triangles 
rectangles y les angles dièdres (&>c) , ib,d), (^c^d) sont droits^ 
6t Texpression précédente se réduit à 

a* = i* + c» + d< 

Ainsi I dans un tétraèdre rectangle^ le quarrê de la face 
opposé à l'angle trirectangle^ est égal à la somme des quarrés 
des trois autres faces , propriété démontrée autrement (Rec. 
de Théor. et Prob. , Théor. XXXXII ). 

Sur le les^é des Plans. 

• Former la carte d un pays de peu d'étendue , c'est cons- 
truire sur le papier une figure semblable à celle du terrain dont 
les différentes parties sont supposées projetées sur un plan 
horizontal par des perpendiculaires abaissées de tous les objets 
sur ce plan. 

On nomme carte topographique ou p/an, le dessin qui 
représente tous les détails d'une contrée ou d^un domaine. 

Quant aux cartes embrassant beaucoup d'étendue de pays, 
et n'offrant que les objets les plus remarquables ^ on les appelle 
eartes géographiques. 

» 

Pour déterminer les positions respectives des principaux points 
d'un plan , il faut considérer ces points comme lesr sommets 
des angles de triangles qui , par leur enchaînement y forment 
fiur le terrain un réseau continu dans tous les sets* Ces triangles 
réunissent les conditions les plus avantageuses , lorsqu'ils sont 
les plus grands possibles , qu'ils approchent le plus de la forma 
équilatérale , et qu'ils sont liés au moins à une ligne princw 
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pale ou base. Lorsque cette base et les trois angles de chaque 
triangle scmt mesurés , on a tous les élémens nécessaires pour 
calculer de proche en proche les distances entre les objets , ce 
qui constitue le canevas du plan. C'est en cela que consistent 
les opérations géadésiques. 

m 

Nous ne nous arrêterons pas à décrire les deux instrumens 
employés à la mesure des angles , savoir > le grapKomètre qui 
n'est plus guères en usage que parmi les arpenteurs , et le cercle 
répétiteur de Borda ^ instrument précieux employé depuis 
quelques années. C'est principalement dans les grandes opé- 
rations géodésiqueSy comme celtes 'qui ont pour objet la mesure 
d'un arc du méridien , ou le leyé trigonométrique d'un grand 
État, que le cercle répétiteur est indispensable. ( Voyez /sûr 
ce sujet , le Traité de Géodésie de Puissant , et la base du 
Système métrique , par M. Delambre. ) 

Lorsqu'on lève la carte d'un pays , on n'est pas toujours le 
maître de placer des signaux commodes pour l'observation , 
tels que ceux qui sont formés de pyramides creuses ^ etc. II 
faut souvent profiter des clochers , des tours ou d'autres objets 
élevés qui sont les sommets des angles des triangles du réseau. 
De là la nécessité fréquente d'observer à quelque distance de 
Taxe du signal, qui est le centre de la station^ centre qui 
peut être visible et accessible ^ où invisible. Il faut alors ré- 
duire les angles observés aii centre de la station , ainsi qu'il est 
enseigné dans les ouvrages cités ci-dessus. 

Les angles ainsi réduits au centre de la station , se réduisent 
ensuite à l'horizon ^ quand les angles de position ne sont pas 
situés dans le plan horizontal que l'on imagine passer par le 
centre de Tinstiiument : la projection sur ce plan de l'angle 
incliné , se nomme réduction à Ihorizon. La raison de cette | 
réduction est que dans le système de projection adopté pour 
représenter les punitions respectives des objets , on ne consi- 
dére que des distances horizontales , et qu'ainsi il est néces- 
saire^ pour calculer ^ous ce peint de vue les côtés des triangleSj 
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de réduire leurs angles au plan même de. ces dîs;tances. Voyez 
le Traité de Géodésie ou se trouvent des Tables qui abrègent 
considérablement ces réductions. 

Lorsque les angles des triangles de la ^ande chaîne sont 
réduits à rhorizon , on ajoute ceux d'un même triangle , et 
la somme que l'on obtient surpasse nécessairement deux angles 
droits y parce que les angles ajoutés sont ceux d'un triangle 
sphérique , dont les côtés très^peu courbes , à la vérité , repré- 
sentent les distances curvilignes comprises entre les verticales 
des stations '(^). ïkisuite Texcès dont il s'agit, et qui est ea 
même temps* aEFecté de l'erreur de l'observation /eit réparti 
indistinctement par tiers sur les trois angles du triante. Quand 
ces angles sont ainsi réduits à ne valoir <pie deux angles droits , 
on procède au calcul des distances en les considérant seulement 
comme des côtés de triangles rectilignes : ils sont néanmoins 
des arcs de grand cercle de la sphère dont ^e xayon est le 
même que celui de la ligne géodésique ou de la base ré- 
duite préalablement à un niveau constant^ cest-rà-dire à un 
arc de grand cercle. 

Au lieu de ramener par cette voie la résolution des triangles 
sphériques à celle des triangles rectilignes , on peut ramener les 
angles horizontaux aux angles entre les cordes qui soutendent 
les arcs entre les stations : alors les triangles a calculer sont 
réellement des triangles rectiUgnes ; cette réduction est prati- 
quée par quelques Géomètres ,et notamment par M. Delambre. 
Après avoir ainsi réduit tous les angles horizontaux aux angles 
entre les cordes , on résout les triangles de la chaîne à l'aide 
de la base mesurée , et de ce principe de trigonométrie recti- 
ligne que dans les triangles les sinus des angles sont pro^rtion- 
nels aux côtés opposés. ' . 

Puisque les triangles dont le caqevas d'une carte est formé , 



( ^ ) La somme des angles de tout triangle sphe'rique , est moindre que six 
«t pins grande que deax angles droiu ( Géom. » Liv. VU» Fcop. \IX)^ 
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sont liés lea uns aux autres , il s'ensuit qfu'il suffit , i là 
rigueur y de connaître ou dé mesurer un seul de leurs côtés ^ 
pour pouvoir calculer toutes les distances entre les signaux 
Ou les sommets des angles. La mesure de ce côté ou de cette 
base , est une des opérations les plus délicates et lei plus im~ ' 
portantes de la Géodésie. Il est essentiel' qur*uoe base ne soit 
pas trop petite^ C[u*elle soit établie sur un t^rraiii de -niveau , 
ou plutôt j(ue la ligne géodésiqye qui la représente , soit droite^ 
et que sa longueur soit réduite. à Thorizon ^ ou au niveau de la 
mer. Ceux qui voudraient connaître les véritables procédés à 
employer pour la mesure d'une base , dans les grandes opéra-* 
tions géodésiques , les trouveront développés 4ans le grand 
ouvrage de M. Delambre , et dans le Traité de Géodésie. 

Un plan est orienté, lorsque Von connaît l'angle qu'une 
de ses lignes principales fait avec le méridien terrestre, parce 
qu'ai oi's on peut assigner la place de chaque objet à Tégard 
des quatre points cardinaux. Cet angle que l'on, nomme 
azimuih , donne la direction des côtés du triangle par rapport 
à la méridienne terrestre. * 

Lorsqu'on ne s'attache pas à une exactitude rigoureuse , 
on peut former le canevas d'une carte de la manière suivante : 

f ig.241. Soient A , B , C , D , F , G , H , K , L les points fondamentaux 
d'un plan , points qui sont représentés par des signaux naturels 
ou artificiels que Ton établit convenablement , en faisant la 
reconnaissance du pays. On dessinera à vue tous les objets 
sur un croquis ou brouillon , sur lequel on doit noter les diffé- 
rentes mesures que Ton prendra dans le cours des opérations , 
et Ion y tracera la base AB , des extrémités de laquelle on 

aperçoit plusieurs des points CDF , ayant soin , comme 

nous lavons déjà observé., que cette base ne soit pas trop 
petite par rapport à la distance de ses extrémités aux points 
visibles. Ensuite on mesurera au point A les angles CAB , DAB, 
H AB , FAB , GAB. Ces observations étant faites à la première " 
station A ^ on ira en faire de pareilles à la seconde station B , 
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<î!cst-à-àire qu'on relèvera lesanglea CBA, DBA^ HBA^ FBA, 
GB A ; enfin , on mesurera la base AB. On voit que , de cette 
manière , on connaîtra dans chacun des triangles AGB , ADB . . . 
un côté et les anglçs adjacens. On calculera donc facilement 

les distances AC^ CB » AD , DB » à l'aide desquelles, et 

de la base AB , on déterminera sur le mis au net , et d'après 
l'écbelle adoptée , les positions respectives des points C , D ^ 
F 4 G » H , soit par la méthode si connue des intersections , 
ioit par le mo3ren d'un rapporteur qu'on trouve dans tous les 
étuis de mathématiques. 

' Il reste i placer sur la carte les points K , L qui n'ont 
pu être aperçus du point ji , mais qui peuvent l'être des points 
B et H. A cet effet, on considérera BH comme une nouvelle 
base qui servira pour lier ces nouveaux points au premier 
système , en observant les angles . KHB , LHB , KBH > LBH , 
parce qu'on connaîtra de même dans les triangles KHB, LHB 
deux angles et un côté. Il ne sera pas nécessaire de mesurer 
la (distance BH , puisqu'elle est donnée par la solution du 
triangle AHB. 

Mais lorsqu'on fait dépendre la position d'un point de celles 
des autres points déjà placés, il arrive qu'une erreur déjà com- 
mise dans la détermination graphique de l'un d'eux , influe 
sur la posifion de tous les autres points subséquens. Mais en les 
fixant à Taide de leurs distances à deux droites fixes > par 
exemple à la méridienne du lieu de la carte et à sa perpen- 
diculaire {Astr, élém.àe Biot^ n® 237), on rend leurs posi- 
tions indépendantes les unes des autres. Cette méthode exige 
alors que l'on calcule les distances ddnt il s'agit au moyen des 
triangles et de Vazimuth d'un des côtés de la chaîne. 

Pour fixer les idées à ce sujet , soit AX la méridienne du ^is.^2. 
lieu A , et AY la perpendiculaire , et supposons que les trian- 
gles AMM', AjïiM', etc. fassent partie d'un réseau trigono- 
métrique : on demande les coordonnées des points m , M , 
M', etc. , c'est-à»-dire. les distances aux droites AX et A Y 
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des points m., M\ M', etc. ^ lesquelles sont Ap et pm , AP et 
PM, AP' et P'M', etc. Si Fangle mAP est Faziinuth obsenré , 
il est clair que tous les triangles seront orientés, et que l'on 
connaîtra aisément les autres azimnths MAP , VL'AP^, etc. , 
puisque les angles MAM', M' Am sont connus. Ainsi en i^enant 
par les sommets de tous les^ triangles dé la chaîne des paral- 
lèles i la méridienne et i sa peipendiculaire, lescôtés du triangle 
du réseau^ seront les hypoténuses des trtangUs rectangles que 
Y<m sait résoudre. Par extmj^e , la résolution des triangles rec«- 
tangles APM , AVUf donnera les valeurs des coordonnées oo 
des distances AP et PM ^ AP' et P'M' des pomts M et M'. La 
résolution du tqani^. M'M'A fera connaître les distance^ 
MA". bU\ et comme les distances du point W sont AF, FM"^ 
on aura 

ÀP'sAF + iM', FM''=P'M— ÎM\ 

Pareillement ^ lorsqu'on aiira calculé Isa distances dMf, dMT^ 
on aura 

AP*=AP'+rfM'; PTM"'=P'M" + <M*, 
et ainsi du reste. 

C'est de cette manière que les distances des lieux de la 
France à la méridienne et à la perpendiculaire qui passent 
par rObservaloire de Paris , ont été calculées pour former la 
carte de cet Empire. 

Après avoir ainsi formé le canevas d'un plan, il reste à figu- 
rer tous les objets qui doivent couvrir la surface , comme les 
masses de maisons, les rivières, les ruisseaux, les chemins '^ 
les limites des différentes cultures , en un mot , toutes les 
propriétés particulières. En général , il y a deux manières 4e 
l^ver les détails. La première est de tracer autour de l'espace 
à figurer, un polygone quelconque du plus grand. nombre pos- 
sible de côtés , puis d'abaisser des perpendiculaires de toutes 
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les sinuosités du terrain sur ces côtés pris pour bases. La se- 
conde qui facilite singulièrement l'évaluation des surfaces 
agraires > est d'abaisser des perpendiculaires de tous les angles 
du périmètre des masses à lever » sur des lignes directrices ou 
bases que Ton rattache aux côtés des triangles du canevas. Il 
est de règle , en topographie , de projeter toutes les^surfaces 
sur un plan horizontal par des perpendiculaires i ce plan , ou 
de faire la projection ortho^dnalk du terrain : c*ést ce que les 
arpenteurs nomment méthode dé cultellatioi$'^,jpTé{éràble à 
celle que l'on nomme méthode de dé\/elopp$fxient. £n effet ^ 
il serait impossible de faire raccorder les parties d*nn plan 
dont les unes auraient été mesurées dans le sens horizontal et 
les autres suivant la peïite du terirain ; d'ailleurs il est reconnu 
que le produit de lact^lture n'est pas toujours proportionnel 
à la surface : en effet un champ placé sur un coteau ne pro- 
duit pas autant qu'un champ de même superficie et de même 
qualité , situé en plaine. Ainsi , pour faire légalement le par- 
tage des terres ^ il faut , aii lieu de lés diviser en parties 
égales f si telle .est la condition , les diviser en parties qui 
soient entre elles en raison inverse de leurs produits. 

Après avoir formé les détails d*un plan par l'une des mé- 
thodes exposées |h:écédemment , on procède aux calculs des 
superficies des diverses propriétés particulières , et il est un 
moyen de s'assurer de leur exactitude^ c'est d'évaluer en masse 
rétendue superficielle de la totalité du plan , opération qu'il 
est aisé d'çffectuer, puisque parle mode de construction du 
canevas trlgonométrique > il ne s'agit que d'évduer les aires 
des triangles et des. trapèzes rectangles dont le canevas est^ 
composé. 

Nous proposerons pour ;exemple, de déterminer l'aire du 
polynôme- quelconque ABC , dont on connaît les distances 
des sommets des angles à la méridienne AX. et i 1a perpen-» 
diculaire AY. 
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'i{.^^ Soient 

lMb=i9^ ; «i=7 } df=£4 ; Ifc=5 ; Ki=io ; â=>M ; 
Gff=S,9 ; kg=a6,S5 ; F^i4; g^i i^ j EX=4 ; 



on anrA* 

aire ( AKA ) = (ii,6) (4,a) = S^» 

aire ( AB» ) = (ai^) (6,5) = i^,4a 

aire(B(^)= (ai) (7,5) = i57,i» 

aire (Cbic) = (i3,7) (7) = $5,90 

aire ( IM/ ) = (19^ (5,a) == èa.oS 

aire(KH/)= (5) (5) » 35,oo 

aire ( klGg ) = (i3,5) (a6,85) =567,10 

aire (GF/g) = (ii,0 (ii,4) = "6,54 

aire (FEX/) = (9) (5) =' 45,00 

Somme = 1057,36 
aire ( ENX ) 8ôu8tractivc=5xa == 6,00 

aire effective du polygone =1061^16 

Si le ferrain à mesurer était terminé par une ligne conrbe ; 
on abaisserait sur la base AX menée intérieurement, autant de 
perpendiculaires qu'il serait nécessaire pour pouvoir considérer, 
sans erreur sensible , le périmètre comme un a!ssemblage de 
petites lignes droites , et le calcul de la superficie se simplifie- 
rait beaucoup , en rendant toutes ces perpendiculaires équidis* 
tantes. Car, dans ce cas, taire cherchée est égale au produit 
de la distance commune de ces perpendiculaires par la somme 
faite de la demi-somme des perpendiculaires extrêmes , et da 
la somme des perpendiculaires intermédiaires. 

Si on n'a fait que mesurer les angles et les côtés du poly^i 
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gone ABCDE , dans le cas où on aurait une faible erreur en Fig.a44« 
plus ou en moins sur la somme des cinq angles du pentagone , 
donnée par Tobseryation , on diminuerait ou on augmenterait 
chaqu^e angle de cette erreur , divisée par le nombre des côtés*, 
en supposant toutefois que les angles aient été observés dans le 
même plan et aux sommets A, B , G^ J>^E. Il est aussi né- 
cessaire de vérifier sur le terrain ^ si les longueurs des côtés 
sont exactes. A cet effet, on inscrit le polygone dans le rec- 
tangle xyzt , dont on détermine les quatre côtés dans les 
triangles rectangles BCo; , DCy , "SDz , £A^ , dans chacun 
desquels on connaît Thjpoténuse et les angles , et on recon- 
naît qu*il ne s'est glissé aucune erreur dans la mesure des 
.côtés, lorsque les côtés opposés des rectangles sont égaux. 
Cette vérification faite , de Taire du rectangle on retranchera 
la somme des aires des quatre triangles BGx , CDy » DEs ; AEf^, 
et la différence sera Taire du polynôme. 

Ce que nous venons dé dire sur le levé des plans et sur 
le calcul des surfaces , nous paraît suffisant dans un ouvrage 
de la nature de celui-ci : les Traités de Géodésie , de To-* 
pographie de Puissant , et l'ouvrage de M. Pommiers , à 
Cusage des ingénieurs du CocZa^^re, forment une doctrine com- 
plète à ce sujet, et réunissent d'ailleurs plusieurs théories 
importantes développées en faveur des ingénieurs qui exécutent 
de grands travaux géodésiques.. 

Probl ème LXXXXVIII. Soit un point D éleué , (ju^j^n puisse 
voir de trois autres points donnés E , G^ F, et qu*en E yG , £,„ ^/ç 
F on ait observé Vangle que fait 4e rayon visuel mené au 
point D avec la verticale ; trouver lç^.pj:ojection du point D 
^ur le plan horizontal et sa hauteu]t..,Q^- dessus de ce plan. 

On choisira .pour plan horizontal le plan PQ qui passe par 
Tun des points donnés F , et puisque les deux autres points 
G et E sont donnés , on en aura les projec^ons G', ^E' sur 
ce plan, • 

ME , LF , IG étant ks trois verticales des points E , F , G , 



Si 6 rnqÉORi^aES 

et EDy FD, GDles njoas râoeb fnenés de ces points u point 
P , on conniâl iei angks DEM , DFL ; DGL 



. Concffonsma^ifeintqaelexiqronYi^^ 

de Jn terticale Ejlf^ ei| fusant jconstaiiuiicfntaTjiç cÛé l^flîtaf 

sod^ de duÇbqii dffs deuf f^ c^P^P ^^f^ }"9BI^^^ 

.ii*intçi9ectîonde cestruscô/i^ ... 

» Pûor .obtenir cette iiitanBGlMm en piK^ection Juiritartdifl •» 
«n imagpnem des-pienty ■■ slfte en plen hogmmUlylpBaoo^ 
jlions de'chaenn dwcénesjper œs plens , soontdç» cercles.qei 
«nroiit psonr njà^s les parpiile iiliiiTW eheissAes des points 4A 
icliiftie plen MqppntmaeiptEen 1m ;rajeiis woeb» maVûk 
de checnm des cônes; les pprofectioné horiseôtales de tues 
cercler détenninés par na plaa eonpent,vMnnit miUettient 
des ceides égnncîàcènK de l'efpeee; ai donc «on décrit drfi 
centres E' , F et G' trois' cercles qni se coupent en nn pimt> 
ce pointH sera leprojectien horizontale dn point D. An nMffoa 
dn rayon FH^ on tronrera fadlcmenT la hauteur W}, ttt 
menant par H une Terticale jusqu'à la rencontre de IVui.dtti 
jrayons wnels. 

Problème LXXXXIX. Un observateur placé dans, ta taHon- 
supposéjtxe f veut .détegraUaer sa pasitûm. 

A cet effet, 3 mesurera les angles que font entre eux trak 
rayons yi^els menés à Vois points connus : ainsi les ang^ 
Piç.345. EPP > GDF » GDE seront côi^us , et nous supposerons qu'on, 
ait pris pour plan hdriàEontal celui des trois points G, F» iB^ 
on à dôiie alors la base et les angles entre les arêtes d^mo 
pyraimde , et il s'agit de trouver la pn^eMion horizontale -dis 
sommet de cette pyramide , ainsi que sa hauteur. 

Soit EGF la base àp I9 pyramide : on décrira sur les çAt4^ 



^ 
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EF, EG, GF des segmens EKF , ERG, GOP capables p. ^^^ 
des angles observés entrç les arêtes DE et DF , DE et DG, *^'^^ 
DF et DG. Le segm^nt EKF , p4r exemple , tournant 
autour de JSF çngeudrera u^i corps dont tous les points de 
ia surface seront t^ls^qu^ si de chacun d'eux qn a^èi^e deux 
4roitas aux poiut^ E et F., /çqs droites feront ^n angle égal à 
j'yngjf observé : If point c)ierché D seradûqç sur cette surface ; 
41 s«ra paj:eiHQai«^tpm: ^jl wtFÇs purfaçes ^ r-évplutlon , en- 
ig^^MÎr^<çppar.Us ef gojQi^s 4ÇP.G , G.OF tùourw^t^utour des axes 
EG,GF. 

Il s^agit donc detrouyeriia projection horizontale d*un point 
qui ajppardeniié à ces tf ois surfaces. 

. . A wJt ^«jt, JM)^^i:és9udta5P8 U prpfelèinp 'suivant. 

Problème G. TmcerlapréfêctionhorizontaU de l'intersection 
de deux surfaces de révoiuUon dont les axes sont dans un 
'^Tnêfné^ plan, 

SK et Si sont deux axes autour desquels 1^ deux courbes 
EX , FY sont assujéties à tourner ; ces courbes, dans ce mou- p^g ^a„ 
vement , engendrent deux surfaces de révolution qui se coupent 
suivant une certaine courbe dont on demande la projection 
horissontale , ou la projection dans le plan des deux axes de 
révolution. 

Du point S comme centre » avec un rayon arbitraire SI , 
décrivons un arc INMK^ cet arc coupera les génératrices 
EX , FY en deux points N et M : dans le mouvement autour 
de l'axe SK , le point N décrit une circonférence dont le 
rayon est la perpendiculaire NH à SK , et dont le centre est 
en H y circonférence qui est sur la surface de la sphère en- 
gendrée par la révolution autour de SK de la circonférence 
dont lare KMNI fait partie. Cette circonférence du rayon 
NH est donc la commune section de la sphère et de la sur- 
face de révolution dont EX est la génératrice. De même la 
circonférence du rayon MG , perpendiculaire sur SI , est la 



■<•■»» 
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commiina^aectioto'dé la ftokface de révôlatîôii dont Fx estla 
géniraèicé , et de la mênie sphèi^ cdnAiififée cominé ïftiçen^ 
dréé fie la révblntidïi àntoor de âî dr là drconféténée drat 
Vàrc INHK fiait' paorBié. Dottc l^bt^mctioii des denk drcbiy- 
firences des nyjôns NEI'et'MG est imides jpo&its de rintèMeb^ 
tion des detix iârfâcer de réroltttiàà. Ot lés'cèrdes des ftaj^ 
NH et MI soiit^.ttirâtâuiz; et ai*^ lé -plan boxizoïMil 

liiie ces ttaeea «étA 
r ediiiiie • â%«Mihitiii 



» > «» »■• 



jections horizontdes d«8 tow^i^fE^ .%. r<6T(^nt^^ 
dériei denz à âmix , «t,le point dans ImocI ou trou oonroM 
se couperont^ «m lii prtqéedbn IioraBonnH'''(%«i:tliAiiS& acu»- 
.mot 4» ]« pyrénUf.. ComaisMOt c«tta,|n!cq|,«ii;l|pn ILig^oq^ffi^çan 
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I 

De la courbe trîsectrîce ou de la courbe qui donne 

la trisection de Vangle. 

Théorème LXXyi. Soit un triangle isoscèUABC, dans 
lequel on oitABzsiBC , et l'angle B plus petit' que h tiers ^ 
la demi^ircor^érènce : si du sommet A , avec un ra^on -szAC^ '^'** ' 
on décrit un arc qui coupe CB en E^ et qu on joigne AE, le 
triangle CAS sera. semblable au triangle ABC. ' 

Cette proposition sera 'facile A démontrer : nous nous bor^ 
serons à obserrêr qne lorsque l'angle B est pins grand que 
le tiers de la demi-circonférence, l'arc décrit du point A comme 
centre y avec AC^pour rayon , ne peut, plus rencontrer que le 
prolongement de CB , puisqu*alors le côté AC excède chacua 
des côtés égaux BC-, BA. 

Théorème LXXVII. Dans le triangle isoscéle BAC, si du 
sommet B de,l'angle intercepté entne les côtés égaux , comme 
centre , avet un rayon BEpbis petit, que l'un des côtés égaux ^ Fig.949« 
etplus gfpnd que la perpendiculaire BO , l'on décrit un arc 
de cercle EN^^ qui coupera nécessairement ÇA en deux 
points NetI ;Je dis que les longueurs AI , CN seront égales. 

Menons ER; on aura BR: BA :: BE : BG^donc £R est 
parallèle à CA; donc EN = RI » et les deux triangles lAB, 
NCB sont égaux, comme ayant im angle égal compris entre 
deux côtés égaux: 

Théorème LXXYIII. Soient lus deux triangles isôscèles 
semblables ABC, CAE , qui sont ceux de lajîgute ^Ufi » ^^FÎR.aS»». 
du sommet B , comme centre , avec BA comme rayon ^ on 
décrit la demi^circdnférence ACOH , tt que l'un pfolohge le 
côté AE jusqu'à la rencontre en O de cette demUcirconfé'* 
rence ^ tare ACO sera triple de AC, - - -••- 

En effet Tare AC est la mesure de Tangle au f^^tX^^ ABG ; 
la moitié dp l'arc CO est la mesure de l'en^^leCAjE =p: ABC : 
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donc Tare GO est double de Tare AC } donc Tare ACO est 
triplëf de l'âro AG. 

Lorsque Tare en B est lé tiëfd de la dètni-circonférence , le 
triangle ABG est équilatéral^ et le triangle GAE qui Test aussi « 
se Confond avec le premier; Tare COR est double de AC ; 
conséqueifunent Tare AGOR est triple dé Tatc AC sotitendù 
par le côté ^e Thexagone , ce qu'on savait déjà. 

Ainsi, pour avoir uïïai^â AGO triple de* AG, cm dbârdhera 
le centra B de cet arc , «t après avoir joiot BC /du point A 
comme centre^ avec AC comme rayon ^ on décrira Tare GË, et 
prolongeant A£ jusqu'à la rencontre en O de ta circenférenee ^ 
on aura Tare AGO = 3 arc AC. .." 

• Théorème LXXIX. Si du poiM A côirnfnt rèhire , dvëè 
lig.îSo. AB=BC comme rayon , âH déè^td âèHhi^iDircdHfhéHct BIDM^ 
et si ron prolonge BC jusqu'en P^ on aura PE ^îstBC, 

Le triangle B AP est îsdscélé , et sa base BP eét cbùpéé en G 
et E par uii arc dectit de A tibilitiie centré^ avec AC ëbintiiè 
râyoù : donc PC == BE ^ donc iiiidsi PE == BC. 

Ainsi f au lieu de déterminer le point Ë , cotlimé iious 
Fàvons fait plus haut , on prolongera BC ju^u eh P ; puis 
à partk- du point P , prenant sûr PB une partie PË égalé â 
BC , on aura E qui détermine la cerde AEO tle Tare triple 
de AC. 

L*angle B , d'abord moindre que le tiers de la demi-dr- 
conférence , venant à augmenter jusqu'à ce tiers , le pro- 
longement CP diminue , P s'approche de G , et enfin les deux 
points P et G se confondent dans rintersection I des^deux/cir- 
conférences } ensorte que comme on prend toujours PE = BG , 
le i^bînt E coincide alors avec fe,. et îe triple de AC ou de AI 
est la demi-cirGonféreijc>» 

Nous étendrons cette construction jusqu'à l'arc égal aux deux 
tiers de la demi-circonférence. Supposons l'angle B entre le 
tiers et lés dJB** tiers de là demi-circonférence, et soit Tarç 
AC' é^àVà^'^^àït de la circonfétence ; tirons la corde AC 
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de l'arc AC qui mesure cet angle , la circonférence AC'RO' 
étant tofijoars décrite de B comme centre , avec BA r=: BC 
comme rayon , Tare décrit de A comme centre , avec AC ^ig-^^i. 
comme rayon ^ coupera le prolongement de C'B en £^ : si 
t>ar lés {loints A et £', on riiène la ligne AE' prolongée jus- 
qu'à là rencontre de la circonférence en O^ ou E'^ Tare 
ACftOT égd aux tfois quahs de la circonféreritè , sera triplç 
de l'arc AC, qui en est lô quart. C'est ce qu il sera facile de 
prbùveî: , eU obsèrrsÊDit que lès triangles CAB , C'AÉ'i toujours 
isoscèléè , diitùà angle èommuèen Cf.^ 

Il est visible que langle ABC étant les deux tiers de la *''8-^^* 
demi-df coifférenee , la K^e AE^ devient tangente en A^ 
et ^ en effet i l'ifrc triple ié j^C est alors la circonférence 
entière. 

Théorème LXXX. Si du poiiit A comme centre , avec le F»g» «5i 
rayait AB = Be. on décrit la drtonférerice BJDMB. qui *^^^'*' 
.câupe aux points P et B , la base CE du triangle isocèle 
CA£ , oh a PE — BC. 

La démonstrationl de cet énoncé qpi n'est ijûp le précé- 
dent généralisé , est facile , et la proposition est vraie , quel 
que soit l'angle B. 

. Dans les augmentations de B jusqu'à l'angle droite c'est 
toujours le qôté BC ( fig. âSi) qui est coupé par là cirton* 
férence âlDMÈ. Lorsque B est droit (Eg. sSi ) ,, auquel cas 
BC^ est une 'tangente en fi à la circonférence Blt>M$ , ïe 
point ^ ou F tombe en B ^ et il faut sur le prolongement 
de CE ou de C'P', porter , à partir de F ou de B , une lon- 
gueur égale à BC ou P'C : alors on a l'arc AC'RE' égal aux 
troifr ^tàffts dé là cxfé6ftféréi«;e , lequel est bien le triple de la 
mésiff e êtfih droit^j tersquc B excôdfe tu droit , cette intersec- 
tion etttth P éui ie prolongeitiènt de BC (fig. flSi ) : il faut 
toujours i^rtcir PE = BG èii éénè cènftraîre de BC. Le Keu 
de tous ces poinésf E (Gg. a5i et aSa y est tfnc courbe que 
nous nommerons triseçtrice , parce qw'^lle sert à diviser, en 
trois parties égales un angle ou un arc donné. 
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. ' Nous réttimarons -la génération de k coiirl}e trisectrioe , oit 
IMqsi' compléterons sa description , en nous plaçant dus la 
diyinon Mscagésimale dn cercle. 

Qq'on imagine du point A des cordes à tous' les ppm^ 

de la drccniférencip dont le, cenjdre est en B . si du mêfne point 

rig.adj. j^ y^ayec des o^rectores^çle compas égales apx i^rdes des arqs 

tiers , on cpMpe ceUejbdes arcs triples . la sidtt de ces inter- 

^ aectionaserak conrbé trisactrice AJCSEFGHBIA. 

Ainn , iiar exeipple;» «rare tiera est de ^oV/mqqel cas JlVtrp 

triple est de 6o% le pomtlt^.seça l'intersecliçtii de|,h coi)de.j^ 

"\.Ço* par. celle d«^ aô«>^.:/::; .. ".'■...; .-.•: -l ' r .y 

' Biais brsqn'œi a emplojré tontea les posdai j^cêtcti . tKam^ 

depuis o josqu'i labf ponr qj^npar ceBegs dni iafos'fïiples^ oa 

a fait en arcs triples nn tonr de drcgnfirence , et ^ ep ménui 

X ^ temp4, on atraqjS.la poi!tion.4I!PI(B£de la ç^ queetioa. 

SI donc on yonlait em ^y yftf i j j wt^hs^^ c Aea èÉi 

arc9qui excédent laoV.ejp^iMaMVmtres termes'/ si on TOnllit 
continuer la trisectrK»;|0!«Ià du point £^ le pit)bièm^idft4la 
trisection s'ételidhdlMÀÎ^£n qiM Fanalyise/à dee-àrçi 

plus grands que la iiiP^£^'flûoa. ... ; . .r> 

■■la i • ' ■ . 

Ainshpour des^prdes , àpartir de celle dé i ao^ jtisgn'â cefla 
de iSo^^' considères cetniné cordes d'aré^ tiers, lèsfnténÀo-* 
tionà'avec c^es des àrbs triples /auront lièp depuis '£ juïqu^eii 
F; et il f^^bien observer ique si'^ par esi^k^tsi; Tare tierp ètt 
de i4o<»,,Jàiqnel cas l'arc triplé est dé 4»©^ ou de 36iO*4-$o?»^ 
TintersedHpn sera suV lé prolongement de la dorde dèS 60% c'esî^* 
à-dire entre E et F en K'. * ' '' ' " 

Qn n-^. encore employé que Ibs cordafjdes arcs 1iera.de çf 
à i8o% et comme la cor<}e.'de .ce dein^îear firc est un nuu^ 
mum^, le point F est le plus éloigpé da point A , et la distant 
AF^a^ en supposant ,1. le ra^n du cercle;. pour ce poifijl-^ 

i'arc triple est d'une oircoo£érence et dei]aie. . ab 

» » 

^our construire 4e point de la trisactrice, qui correspotflt 

if 
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par exemple , à Tare de qSo^, considéré conmetiéijg , on ob- 
servera que , comme l'arc triple est de dëlix circonférences 
* plus Go*, dont la corde' est encore celle de Go** , il faudra 
couper cette corde prolongée par uji arc décrit d,e A comme 
centre, arec la corde de a6o* qui n*est que celle d« 100°, et 
alors on aura le point K". * ^ 

Ainsi lorsqu'on emjploie les cordes des arci de 1 80* à ?6o% 
Considérés comme arcs tiers , on continue la trisectrice ^ et on 
en décrit la portion FGBA. 

On a donc remarqué que la corde d'un arc triple fait trouver 
trois arcs tiers différens ; car celle de 60^ rencontrant Ja trisec- 
trice dans les> points K , iL^ et K''^ si de A comme centre, avec 
des ouvertures de compas AK , AK^, AK' comme rajong , on 
décrit des arcs de cercle jusqu'à la circonférence dont le centre 
est B , on aura les points m , m', m", tels que les arcs Am, Amm', 
Ammfm!' seront le» tiers de fto®, d'une circonférence plus Go*^ 
de deux circonférences n^us Go^* 

Ainsi cette trisectrice , pQur être complète , c'est-à-dire pour 
résoudre le problème avec toute l'étendue qu'il comporte et 
que nous donne l'analyse , doit répondre à trois tours de cir- 
conférence , ou être le lieu des intersections des cordes de3 arcs 
de o^ à trois circonférences , pris comme arcs triples , par celles 

des arcs tiers , ou de o^ à SGo**. 

• 

On observera enfin que , pour les arcs triples de o*^ à r8o% les 
intersections sont au-dessus de BF , et qu'elles forme\]t la por- 
tion ANB; que de 180** à 3|o^, elles sont au-dessouâ dé BF , 
et qu'elle» donnent BDE; que de SGo"* à SGo"^-}. 180?, elles 
forment la pofty)n EF; que de 36q<'+ 180!" à deux fois 36o% 
elles sont au-dessus de BF , et.qu elles donnent la ^oi]^oxx.FG^ 
que de a fois SGo^'à a foisSGo + 180*', eljes sontencpre au- 
dessus de BF, et qu'elles prolongent la courbe de 6 en Bj 
enfin que de a fois 38o^ -^ 180* à 5^£pi8 3Go^, elles complètent 
la courbe , en composant la portion BIA» 
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Si Ton pliaiMlljpkre suivant l'axe BF ^ les portions inférieures 
de la courte 9'appîîqueraient exactement ^ point pour point ^ 
sur les portions supérieures : cette symétrie résulta éyidenunent 
de la construction. 

Af ais des théorèmes LXXIX et LXXX^ résulte cette seconde 
construction de la courbe : qudÊ décrive une autre circonfé- 
rence de A comme çenttv^^ avec AB pour rayon ) ^*on ima^e 
de B des cordes à*tous les points de cette seconde circonférence, 
et que , de l'extrémité de chacune d'elles , de R , par exemple , 
on porte RL= RK = rayon du cercle, les extrémités L etK 
feront à la trisectrice. 

Ainsi les distances RL etRKsQnt partout égales entre elles et. 
au rayon du cercle , propriété qui donne en même temps deux 
pointa de la courbe, et de laquelle nous avons tiré son équation 
pofaire. 

On est naturellement conduit par cette seconde constmcdoil 
de la courbe par points , à sa descrigtion par un mouvement 
continu. 

Si l'on conçoit un bras de levier BAF, d'une longueur égale 
à trois fois le rayon du cercle dans lequel qn opère la trisec* 
tion des angles , et qu'on assujétisse le point M du levier, à se- 
mouvoir suivant la circonférei:ice MRBR'M qui sera la directrice 
du mouvement , et ce bras de levier à passer continuellement 
par B dans toutes ses positions ; qu'on suppose en A et F deux 
points décrivans , ou deux styles , F décrira la branche FG , 
pendant que A décrira la branche ANB. Le levier étant arriva 
dans la direction LKB ; par exemple , l'extrémité B aura été 
repoussée en B', de manière ^juo la partie BB' ajoutée à BL 
fasse trois rayons, ou la langueur primitive BF. On a aussi B/ 
plus son prolong^nientBB^ égal à trois rayons. 

Le li^u dis points B' est une nouvelle courbe qu'il importe 
d'examîûfer. 

jUorique les points décriyans F et A sont , le premier f^ G , 
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Icsecopâ eB B ,^ee qui arrive lorsque M a parcouru Tare 
MRM', le point B' est sur le prolougement de la tangent» 
GM^B , de nianière que BB^ soit un rajon , puisque BG vaut 
deux rayons. Le poiçt M arrivant en B , le style F est en H , 
le style À en P , et le point B' en Y, ensorte que HY soit 
toujours trois fois le rayon. Lorsque le point M continue à se 
mouvoir suivant Tare BR'M , le style A qui était en D , trace 
Tare de trisectricç DEF , et le style F qui était en H , trace 
l'arc HBIA. Alors le bras de levier est placé en sens contraire , 
puisque le point décrivant F est en A ^ et que A est en F : 
'conséqnemment B \ ou le point correspondant de la courbe 
des points B'^ se trouve à gauche de F^ c'est-à-dire, en X 01^ 
se termine la eonrbe des points B', à une distance AX du point 
A y égale à trois rayons ^ ou à une distance FX du point F , 
égale à un r^yon. 

Ainsi , ayeç deux styles , on décrit toute la trîsectrice , le * 
point M ne faisant qi!l*un tour de circonférence } et alors la 
courbe des points B' n'est pas fermée. 

Supposons n^ii^tenant qu'on n'ait que le seul style F^ tout 
d'ailleurs restant le même : le point M ayant parcouru l'arc 
MRB , le point F a, décrit FGH ; lorsque M a achevé son tour 
de circonférencç , F qui était en H , a décrit HBIA , et 
le point 9 a tracé correspondamment la portion de courbe 
BB'B'YX. Alors le levier se trouve dans une position contraire, 
car B est en X et F en A , M .est de retour en M. Ce point M 
continuant à se mouvoir suivant MRB , F qjoi est en A , décrit 
AJVBD, de sorte çjue le point F est en D, fit la cpùrbe des 
points B' se trouve tracée jusqu'à Y'. M qui e.sjt B , achevant 
son second tour de circonférence , le style que nous avons 
laissé en D , termine la trisectrice par l'arc DEF^ de sorte 
que le levier se rettouve dans sa première positioA, c'est-à-dire 
que la courbe des points B^ vient se fermer en B. . 

Pour décrire la totalité de la trisectrice aveQ un seul style , 
il faut dmc faire faire au point M deux tours de oireonférence ; 
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mais alors , ainsi qa*oh yîeot de le voir, la conrbe des poiiiti 
V est fennée , et cette conrbe est « comme la trisectrica , 
divisée symétriquement par la ligne BF. Nons ayons cm inutile 
de tracer la totalité de l^conrbé des points B', parce qa*3 
eft facile d'en suivre le cours d'après sa génération. 

Au mo^en de cette courbe seule , on peut avoir un a^c 
triple par son tiers 5 car Am étant l'arc donné ^ on mènera 
mBB^; pnis, à partir de V, on prendra B'K=r^ron, et 
menant la ligne AK prolongée jusqu'à la circonférence en M'^. 

on aura arc AmVL' ^ 3Am. 

« 

Arclûmèie , dans ses lemmes , proposition YIII^ a démontré 
ce théorème : 

Théorème LXXXI. Si une corde AB i'un cercle est pro^ 
Fie :Ri. ^^^^9 ^^ ^^ l'onfaU BC égal au rayon de ce cercle; si ensuite 
on joint le point C etle centre D du cercle , et si ton prolonge 
CDjusquenE , fore AE sera le triple de tare BF, . 

En eOTet, menons £G parallèle à AB , et joignons DB, DG. 
Puisque l'angle DEC est égal a l'angle DGE , Tangle CDG sera 
double de Tangle D£G. Mais l'angle BDC est égal à l'angle 
BCD, et l'angle CEG égal à l'angle ACE; donc l'angle CDG 
sera double de l'angle CDB , et l'angle entier BDG sera triple 
de l'angle BDC ', donc Tare AE qui est égal à BG , aéra triple 
de l'arc BF. • 

rig.a55. n est aisé maintenant de dédirire de là un procédé pour, 
trouver le tiers d'un arc donné. On imaginera dn point A 
des cordes AB à tons les points de la circonférence , et on 
prolongera chacnne d'elles d*nne longueur BC égale au rajon 
du cercle ; le lieu des points C sera une courbe CC'C*^, etc. 
Cette conrbe étant construite, qu'on veuille trouver le tien 
de l'are A/nE , on mènera par E et par le centre D une droite 
EFC prolongée jusqu'en C , puia^n joindra C et A ; l'arc BF 
ainsi déterminé^ sera^ d'après le théorème précédent, le tiers 
de l'arc AmE. 
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Pour avoir les points ^ extrêmes M et N de la coiirbe , oa 
minera au point A une tangente indéfinie sur laquelle on 
prendra , 4 P*rtir dti point À, AM = AN = ra^ron. En effet, 
le triangle ADM étant isoscèle , Tare AK est de 45*, tiers'de 
rarcA£L qui est de i35*». Cette courbe MCC'C''....N est 
une pmtîon de la trisectrice complète « connue il est aisé de le 
reconn^tre. 



La trisectrice donne donc la solution* gtaphique de' ces deux 
énoncés : 

1^. Etant donnée Im corde d'un arc , trouver ceUe de l'are 
triple. 

a*'. Connaissant la corde de Varc triple.^ trouver celle de 
Tare simple ^ ou connaissant la corde d'un arc ^ trouver celle 
de son tiers. 

Pour écrire algébriquement cette dernière question y soient 

AO la corde d'un arc , et AC ou AE celle de son tiers. Ayant 

prolongé CB jusqu'à la rencontre de la. circonférence en N , on 

aura deux cordes CN et AO qui se coupent dans un cerclé et 

. qui donnent cette propriété 

AEXE0=CEXEN. (i). 

Mais d'ailleurs des triangles isoscèles semblables CAE| CAB^ 
on déduit, en désignant le rayon AB par r, 

- ■% 

CE =2 —, .. . . .lî^ '.'i,»^ 

r 

-et"onft - '- - ^- 

,. .•,,.:■,. . ...EN = r.-fr EB , EB .= r. ^..CE> ..... 
donc • - . . 

EN = ar — ; 

r 

donc si l'on désigne l'arc AO par 9 , et conséquemment l'arc 
AC par'J ^, cord. | ^ par x et cord. 9 par m , «m trou- 
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Ten, 9gtÈ» 1m sqbstitiitioas dans (i) «k let rédactknu^ 



Mak fl OB Teet es retenir i Féquatioii donnée par lé problème 
de la îrisectiaB de Fangle, ^*on£M8ecos^^=y et ccg^z^a: 
oo oara ces densproportioBS 



or i X :; X i r — jr , 9r l m II m l r — a^ 

d*où l'on déduit 

a:» = îir(r — jr); m* = ar(r — a): 

mohipliant (a) par x^ faisant ensuite ces sobstîtiitioiis ^ ppis 
élevant an qnairé et réduisant, on tronve en&i 

et, dans l*hypotiièse r = i , 

équation qui a pour racines les cosinus des arcs tien de oeux 
.dont le cosinus est a. 

Voyez , sur ce sujet , les Recherches analytiques que f ai 
consignées à la suite d'un ouvrage sur la Trisection de l'Angle, 
par M. Azémar (*)• 



'-v 



(*) Cet oavnge le trouve è Paris » cbez Courçier, hnprimetur-libraii», 
tpaà des Angiistins, n^ $7. 
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Bes T^mgenfes aux Courbes du premier ordrm 
ou aux lignes du second degré. 

La méthode qfie nous allo&s exposer , s'applique aycc i^van^ 
tage à nquatîoi^ la plus générale d^ secQnfi degré entre deu* 
variables. 

Soit donc Téquation $t|ix coordonnées rec|angul^^, 
Ay + Bxy + Cx*+Dy+E4?+F=p (Q; Fig.a56. 

le point M' auquel on doit mener la tangente ^ ayant pour 
coordonnées xf, ^ ^ ces coordonnées satisferdht à l'équation gé* 
nérale (i) ; on aura donc en même tenips 

A/* + ?J<y' + Cx'» -t- D/ + P*' + F sï; o • • f • • (a) < 
L'équation de là sécante SM'M", sera 

(3). . . .j. -/ =a (X - x') , d'où a^yfli. . .(4). 

où^ et j? ireprésentent les coordonnées du second p^t d*inser- 
section M", et a désigne la tangente de Tan^le fait p^ I9 
sécante et Taxe AX des abscisses. ^ 

Or la portion M'M'' de la sécante peut êtrf considérée comme 
un rayon vecteur dont l'origine fixe est M^ Si donc on désigne 
par r ]a longueur VfUriabla J^'l^"^ e); par f Vf^glo 4o!X|t 1% ^r 
gente est a , on trouvera 

y -Tf j^' = r sin ^ , a; — a?' = r cqs (p , 
ctde la ' * • 

(5)....j^==:y + rsi|i^, a: = a/-f.rcosf.. ...(6), 

^SjjdQnç on substitue, dans (1) les valeurs (5) et (6), et qu'on 
réduise^ d*aprèft (a]| ^ le résultat de cette subititution ^ oa 
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n'asra pins dan» le reste qne denx sortes de termes^ les uns 
multipliés par /*> les autres multipliés par r ; énso^ que Té- 
quadoif réduite pourra être mise sous la forme 

r(rM-fN) = o. 

» 
Ces deux valeurs de r sont les distances de Torigine M' aux 

deux intersections M' et M' de la Courbe avec la sécante^ l'mie 

de ces yaleurs de r est nulle ^ c'est la distance M^MT , et 

l'autre M^'' est donnée par r = — :|r|« Mais si Ton veut que 

le point M' vienne coïncider avec M', auquel cas la sécante 
devient une tangente en M'^ il faut anéantir la seconde valeur 
de r, c'est-à-dire, supposer N==o. 

On est donc copduit i ce calcul très-dmple : En faisant dans 
(i) les substitutions (5) et (6) , on omettA les termes indé-^ 
pendans de r qui reportent l'équation (a) , et on ne calcnlieni 
que les coelficiens de la première puissance de r , dont la 
somme égalée à zéro , donnera pour la détermination de f ^ 
l'équation 

a A)/ Mn ^ -f- B ( a/ sin ^ + j/ cos ^ ) 
-f^a Ca/ cos ^ + D sin ^ + E cos ^ = © , 

de laquelle on <^duit, après la division par ces ^ ^ 

B/ -+- aCx' -f- E , . 

^^5^ = ^ = - aAy + B:i/+D ^^^' 

Cette valeur reportée dans (3) donne cette équation de la 
tangente 

; . By 4-aCj + E , j. 

dans laquelle a; et y sont les coordonnées variables des points 
de la tangente , en observant que le rapport de ces coordonnées 
est le même que celui des coordonnées du point M' qui , d'aboitâ 
sur la sécante , ti\ maintenant sur la tangente. 
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L'équation (8) doit se changer en (a) pour x=i3/ ety=^ } 
c'est ce qui BaaÏYe en effet , car elle devient d'abord , après la 
multiplication par le dénominateur >: et la transposition de tous 
les termes dans le premier membre ^ 

ou bien 

Xy- + Boy + Co/'* 4-^y + Ea/ = o 

^ Ay» — Bxy — Co/» — Dy — Ea/. 

Or la ligne inférieure n'étant autre chose que F, à raison de 

l'équation (2) , on trouvera donc 

■ • ■ 

Ay + Bo/y + Ca/* + ry ^i. Ea?' + F = G, 

Pour les courbesr qui admettent un centré » l'équation gé- 
nérale peut toujours être rappelée i cette forme très-aimple 
(Géom. analyt. , chap^ VIII ) 

My + Nx» + P = o ; 

qui n'est que la proppsée , en y faisant A=:M, B = o ^ C.s=:N , 
D=o, F=o, F=P> etalors 

tang ^ = a = ~ -jf^. 

Telle est en effet /pour ce cas^ la valeur connue de la 
tangente trig6nométH<^e.de l/an^le fait par sa tangente avec 
Taxe. 

Pour les courbes rapportées à un axe principal et à un« 
origine prià^ au sonmiet ^ l'équation générale est de la forme 

My 4- I^a^ + Px = o, 

et alors A = M, B = o, C = N, D = o, E =P,F=50; 
d'où l'on déduit 

' ^ Nx' + P 



. ; , .. j ■ . •.:,♦-■ ..... :•■■■*..« 
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Anx^pomti -île Ja^ oqiirbe pfmr IfsqtialB :k t^geqfte. est p»- 
n&èle à twD^ dftBJf i on. p^rpBnâiciri«u'0. -â celuî jdos « , le 
tangente trigonométrîque a deyiefut infinie. Aincd^ d'apris J[!ex— 
pression (7) ^ on a, pour ces points , la relation ' * 

' . . ' ' f ■ • * . j ' m ■'.•.• i i . .< V. * 

Si Ton porte en jplace de y. cette yaleof dmis l'imiatî^n <iOi 
et qn*on la résphe, <u^ obtiendra deiix .racÎQttl â^dont l'une 
est Thàaciïhum et Tântib r^Ainiûm ; teiàb^wié seront celks 
iè^ pd|^ «ÎBtEéàiès de k doriAi éittitf le-éèM de l'dM-lee 
absdsM»; Pottr là ftmIbàemasÊKÊhMà pm »—4^Géti^ 
les deux yalenr» de x se rédniroiil 1^ lUfe Male> "^(^Mn-èfatlft 
pointi extrêmes de k cperbe^ dans le sens des y ^ on les .dé- 
duirait de régalitê i sèi^ro du nnmérafeur X7) » c'estnà-dire de 
réqaaâoa • -. :■ 

By 4. flC^ 4. K c=k^ , - :i: 

combinée avec réipiation- {a). 




péfÙDles qu^on lie péui lés iéliectuéf qde dansdei 
hypothèses sur les coeffidens , qui altèrent la généralité' flb 



FIN. 



11^.' 
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NOTES. 



V 

Sur la Proposition VII ^ Liy. IV des B4ciproqjiipsl 

\ 

JLj a démonstratîiin suivante èçt dite' à M; .PouUet^Delisle , 
iprofesteur au lycée d'Orléans. 

Soient AB Tun dès côtés du pôlygoi^ inscrit A, ai le côté f\a,^^, 
homologue du polygone circonscrit B , AC un côfé du polygone 
inscrit A', et mn le côté homologue du poly^tièb cftêôliôcttt B'. 
Soient « l'angle BOC, et k le nôn^e des eôtés des polygones 
A et B: on aura * . - ' 

A = ft. tri AOB , B = ft ^ tri aQb 
A' == afr • tri a6C , tf = aA • tri fnVn, 

•t on trouyeiH facilement 

W AOB b=; i 6a*. Ûa Ûot =3^'^* ; lBÎtl cr cÔB <è 



f 



I 



tri aOb s= i Ofi*. 8in aé^ OA* , ?1^ 

• /^ C0S d 

tri AOfc :îî=: i OA*. sin * /^ 

* ' i sîn 4t 

tri fnOi» zxjr. Qm . sîb «t :!■ 4 OA:* -' % t» ■ • 

m obseryant que 

^ ^ OA ^ OA * 

Oa ss-T — ^, Om 



'i:oi«-' '-coi^*' 
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donc 



^M 



A*»* .-O* .-amie €08 « : B^^sJr. OA 

A' = jk . pA* . sm *,• B' = jk . aTiiS-t. 

.4 .4 te. .,, i ' cor — 

On tire de là, i"* . 

• jl^. A' 

•t partant ' ' 

'A' * 1 + COS < ^ r 

d'où ■ ■ ' -■ *'"'î ■ -'■•' ■■■'■'■' ""^ 

aA' A '^^ 

^.<H#i%«î»S*,_ ._...: j i.;, :..,.! :,.:, / '■; y. a-^'kÎ 

.:::---l . •. : -•■= w-iJ/ -O*^ ■■ _I A MB' y : ...^3:::.i.a 



.à. j.; Xk 



5ttr lô J^ rjçcueilde Thif^èmes 

et de Prohlèmes. 



::..'îi 



Fig^a58. Le^fjuarré dêfhyj^ngtse est égal 'àjfi iornjn^ éUi q^frré» 
construits^sur les deux autres côtés de VansU droit. 

Soîtle triante BAC riectanglè en A^; frohfn^-^éi^ -çmX 
et d*aiitre les côtés AB et AC,,de mapière que chacun^ àéià 
droites AD et AP soit égale à la 'somme BÂ + AC , et que 
chacime^des drcdtes AH et AL soit .égale à' la même sonime ^ 
et acbèyez les quarrés AF et AN ; divisez chaque côté dû 
quarr4 AF en deux parties telletfçp'on ait 

y 

HI=FG=pE=sBÀ i Al5=HG=:FE=DB=AC, 
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■V 

te qui est possible > puis tirez les lignes B£ ^ EG > GI, IB : 
menez la droite CO parallèle à AP , et ayant pris sur AP la 
longueur AR = AC, tirez la parallèle RM à AL.. 

m 

Le quarré AF est égal au quarré AN, par construction ^ 
d* ailleurs les quatre triangles construits dans AF sont égaux 
aux quatre triangles RPO , RDS , SCL, SLM construits 
dans AN : car ces triangles sont.rectangles^et les deux côtéa 
qui comprennent l'angle dtoît, sont égaux aux côtés AB et AC' 
Si donc on retranche les quatre triangles de chacun des deux 
quarrés , les restes BIQE et; ARSC+ SMNO seront égaux. Or 
le quadrilatère BIGE a ses quatre cbtés égaux chacun à l'hypoté- 
nuse BC ; de plus Tangle extérieur I6D est égal à la somme des 
angles BÏÀ 4- lÂB;^ donc ; à cattse de Tanglfe EBD î=: BÏ A , il 
reste r^rigle IBE = lAB'; 'di^ncTafigle IBE est 'droit, et on 
démontrera là' même chose à Tëgard des angles' en I , G et £. 
Donc ce quadrilatère est égat au ^arré * construit :stif ■ BC ; 
d*aîlleiirs le qudh;é AS est çbiistrûit :stir AC ; et le quarté SN 
€8t égal àù quatre ^biibtrtrît sûr ÀB.^ à dà^^^ ' 

.1,1 « ' • V « • ' ■ ■. l «« ■ . 1 \ • » • • -, • \ ■* i ' ^ • •' ! ' • • 

p '•-. l.. . ■•1.1 '-^J'. .i««.J.I.*» 

SM = SO = ON = NM = CL = AC + AB— ACircAB; 

Donc I etc. 

Soit un triàTigie quelconque Ap Cj que sur lescôtéi 'i¥C et AB^ 
on construise deux parallélogrammes quelconques CE , BF ; 
qu*on enprolonge les côtés DE, KF jusqu'à leur rencontre en H; 
que *pàrjB {et par A on mènéla-liglns*HA prolongée jusqu'à ta 
rencontre de BC en L; quon prolonge AL de LM^===- HA, 
puis qu'on construise le parallélogramme BN dont le côté CN 
soit égal et parallèle a LM ; ji di^ cfue rdire^de ce parallélo^ 
gramjne est égale à la somme des aires des parallélogrammes 
BFet CE. 

I *- - ■. i-'. ■ i M . -- il' . l i . •- - 

Prolongez les côtés NC, OB jusqu'à ce qu'ils rencontrent 
DE, KF en R et P, et tirez PR. Les lignes CR et AH sont 
égales I comme parallèles comprimes entre les parallèles CA^ DH; 



•I ■ . I • X 

. li.. 



Fig.aSg. 
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donc CR =LM et BP = LM -, donc la ligqe CR est égale et 
parallèle â BP , et conséquemmènt la fignre CRBP est un 
parallélogramme^ ég^l en surface au parallélogramme BN. II 
est évident que les parallélogramme^ RL et. CRHA sqift éqvi- 
valens^ puisqu'ils ont mêfue base RjC^ et qu'ils sont compris 
entre les mêœea parallèles. .F^rrlainême raison.,. les parallélo- 
grammes, PL et BPHÀ ..sont, équjvalens ; donc CBLPB , ou 
CBON=:CRHA + BPHÂ=^ CI^E^ + B^A, JJ9nc, etc. 

Sur les tpialinglèè-eH général. 






1*. Seit A$jff] un triangle qu^lfptufué aiMfuelestitfSfrît ^n. 

cercle doflt le ,cfnèrèresf( ^^^, ^ref^.gjfif t&uche lesrivois côtés j^u 

triangle. ei%t^^ y t" i so(tii4crit;x^n,<mfrecercl^ f^p/j^^/eçe/i^^e 

^, estrZ qm'tavicheen T:j,i:f.^T^,,lesi.j^^^ ,ç6té^ SA , 

contour dû trigi}^^k^k';^î^^^ ^Tii§î;„ Àt tferon^' 

respectivement les excès pu demir-contour sur les* cotés SA , 

AA^V-SA.i. ' L-L ' ■.•::.:.: ir }r'^z- 'O- '/■ ■ . ■' 

£b effet , . . ; . i 

STc5=ST\ S^^^f^;^ dwae-'tTnst'T'.iv-.. . 

'•^ . • 

^-_ ■■-.,,,.- I c, 1 - r .. • ■ - 1 ■ . . r, t 



.'. I 






. » -.js, • • »... 






dûnc T i ' - 

,,,, •.^"-HAX'r'^A^XTf A'T?,,, ... . ^ 

J • 

faAi" + {"T" = 2A'r + 1*4" et A('' = A'T', ' ~; 

■■.\:» ■■ i i.i/(>r;; î: J .- ■■ ■' :' •'^•-" 

partant >." •-•■•-.-" ;• •■■■.■•. 



AT? .=!• A't"; 
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.6oit le cpntoiar. ^SA' = Ç ^ on aura . 

donc .-■.■■' .^.' • 

S« + Af + AT=iC, 
d'où 

'■■'•.*.* • • f . I 

« . • • • '■ • • ■ 

ATzaiC— SA, At = iC— SA', St=iC— AA', 

Donc, etc. Qn peut. déduire 4^ là j^l^siear» wtn* propriétés. 

a^. Dans tout triangle y le rectangle des ex^ dademi-^ 
contour y sur les deux côtés d'un angle , est égal au rectangle 
du rayon du oer^ie kmadtà-cètriangU çt Éig. T^yHn de c^ui 
des cercles inscrits en dehors , qui est situé dans le même angle. 



«)■■..« ■.,■ 



En çflfet , spUnt ,mei\ée$, la§ ,i}i;Qkes j^A^ZJ^. : l^s ^mgle^ 
%At , 2aAT sout le^ moitiés ^e3 5^ngl««.^AA^iATAT>'«tp«r^At 
]a somme de ces angles vaut un droitwJDpnc je», .triangles rec- 
tangles zAty ZAT sont équiangles, et consèquemment 

. ■ -• p . . . i 

zt : AT :: At : ZT , d'où ATxAi=8txZT. 

■ ' . »■ ■>.■••. 

Z°. Dans tout triangle , le rectangle des deux côtés d'un 
angle y est égal au. rectangle des distances de son sommet au 
centre du cercle inscrit et au teiitre aïe eelutdàs cercles inscrits 
en dehors y qui est situé dans le même angle. 

Soient menées les droites zA' et ZA'. Dans le quadrilatère 
AxA^Z y les-angles opposés ZAe, 2hMz sont droits l'un et Vautre ; 
donc ce quadrilatère est inscriptible y et les angles zXA'y zZA' 
sont égaux entre eux ; donc aussi les angles o7jA\ S^Ax sont 
égaux entre eux : mais les angles ZSA'i zSA sont 2(ussi égaux ) 
dont les triangles ZS A^> ÀSz sont équiangl^es et donnent 

sz : AS :: a's : Sz , d*où sa x SA':^;: SZ x S;. 
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4**. Dans tout triangle , lé rectangle des deux côtés d'un 
angle , est^ au rectangle du demi-^contour par l'excès du demi" 
c ontour sûr le côté apposé à cet angle ^ comme le quatre du 
rayon est au quarré du cosinus de la moitié de cet angle. 

On a 

Sz : St :: i : cos ^ s , sz : st :: i : cos i s ; 

donc 

sz X Sz : ST X s^ :: i* : cos* f s , 

d'où O» et 3^) 

, 11/.'. • • 

SAxSÀ':|C(iC — AA'): i»:cos»iS. 

S^. Dànà tout triangle le rectangle des deux côtés d'un angle, 
est au rectangle' des excès du demi-contour sur les côtés de 
cet ûngle ^ cônùne le quàrré du rayon est au quarré du sinus 
de la moitié de cet angle, ' 

Les deux triangles Szt , SZT donnent les proportions 

Szlztlli l sin i s , sz : ZT :: i : sin i s ; 
donc 

sz><Sz::ZTxzt:: i^isin^: ^s, 

c'est-à-dire 

SAxSA'rnC — SA)(iC— SA') :: i^rsin^iS. 

6**. Dans tout triangle, le rectangle du demi-contour par 
l excès du demi-contour sur le côté opposé à un angle, est au 
rectangle des excès du demi-contour sur les côtés de cet angle , 
comme le quarré du rayon est au quarré de la tangente de la 
moitié de cet angle. 



y 
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Les deux triangles Szt^ SZT donnent encore 

s^:te:: i:tangis, st:tz :: 1 : tangiS; 

donc 

ST X s^ : Tz X tz :: i» : tâng^i s^ 

ou (a®) \ 

iC(iC— AA'):aC-.SA)(iC— SA')::i«:tang-|S. 

7^. Dans tout triangle, le rectangle des deux côtés d'un 
angle , est au double de la racine quarrée du produit dudemi^ 
contour et des excès de ce demi^contour sur les côtés de Pangle-, 
* comme le rayon est au sinus de cet angle» 

Puisque ( 5% 2*» et 3% 4* et 3^) 
• . « I y ^AxA t , „ I /ST X St . 



on a 
sin 



inS = 2smiS.co*^S = .— J SAxSÏ " ^ 



i^. La surface d^un triangle est la racine du produit dvt 
demi-contour par les excès du demi-contour sur chacun des 
côtés. 

On a 

SAxSA'XsinSssan/CTAxA^XSTxSr); . 

mais 

SA . SA' xân S=3 a surf A5A'; 
donc .. . ' 

«urf ASA' = |/{ST X TA X At X S*} 

= V^RC ( i C - SA) ( i C - SA' > ( i C^ AA')>, 

proposition démontrée (pag. 2S4 et suiy.)| 
Q'^. Dans tout triangle, le rayon est à la tangente de I9 



( 
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moitié d'un angle , conùhe le rectangle du demir-contonr far 

[excès 4u depii-^con^touf iur le côté opposé , est à la surface du , 

triangle.' 

L« triangle A3A' est composé des triangles SzA , AzA', SzA^i 
ainsi en observant que le demi-contour est ST , sa surface sera , 
= STXte : d'ailleurs on a trouvé (G«) tzz=z St tang i S; donc 

' surf ÂSA' = ST X te = ST X Sf . tang { S. 

\ ■ . . ;■..,. 

. lû^. Soit A la liautaur du triangle ASA', en prenant AA' 
poui^j}asé, on a . .• 

V ■ 

I 

* L'utilité de ces formules se fait principalement remarquer 
dan» la 1VigotK)mitrie^ M. I^huilier , dans l'ouvrage ^ue nous 
avons dé]A cité ^ isn a déduit cette e!jcpre8six)n remarquable de 
la surface d'un triangle : 



> » 



' i » ■ ■ 



Wf. = |/f«J(l'R'', 



r, R ,.R', Rf étant les rayona du cercle inscrit et des cercles 
ex-inscrit», c est-à-dire , dés cercles qui touchent les prolon- 
gemeh's dé" deux cètés et lé revers du troisiênà'e : il en a encore 
conclu la solution des questions suivantes dont plusieurs ont été 
traitées dans cet ouvrage . 

Constrtiî^ un triangle, èonnaissàHtlaiase^ V4mgle au som^ 
met et la somme des côtés. 

Construire i^à triangle do&t on &oiùiait la'base , Vanghau 
sommet et la différence des côtés. 

Construire un trlangie dont on cqfni^aU h base , la hauteur et 
la sonmied$s côtés. 

Soit un point P donné ^sur le plan d'ur} angle donné ASA' ^ 
mener par ce point une droite AA' qui retranche de cet anQl$ 
i4n triangle AS A dont 4e contour soit donnée 
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Construire un triangle, connaissani la hauteur, Fangle au 
sommet , et la somme des côtés ,de cet angle. 

Construire un triangle, connaissant la hauteur, l'angle au 
sommet et la différence des côtés de l'angle* 

Construire un triangle , connaissant la hauteur , t angle au 
sommet et l'excès de la somme des côtés sur la base. 

Construire un triangle, connaissant la hauteur, la somme 
ou la différence des deux côtés, et la différence des angles à la 
base. 

Construire un triangle , connaissant un angle , la surface et 
te contour. 



y .a 



Construite up, triangle , connaissant un angle , la surface et 
t excès de la somme des côtés de F angle sur -le côùé opposé* 

Sur le Problème XX. 

Etant donnée la différence AB entre la diagonale et le 
côté d'un quarré , construire ce quarré. 

'Après avoir mené use ligne A£ fovt» uri ax^e avec AC ^ égal 
à la moitié d*Qn droit , le problème «0 réduit À trouver tuir le 
prolongement de AB un point C tel , que la perpendiculaire 
CE à AE , soit égale à BC. 

A cet effet, par le point B ou élèvera une perpendiculaire ^. 
BG à AE , laquelle déterminera le point D ; par D on tiiiera ]a 
droite DF parallèle à AC et égale à D'B ; par B et F, la droite 
BF qui^ prolongée, rencontrera en E la droite AE ; par E , une 
perpendiculaire à AE qui coupera AC dans le point C cherché. 

Si par E on mène EG paraiBèle a BC, et conséqucmment 
i DF, à cause du triangle isogcèle BDF, on aiu-a EG==:BG 
^iCErsBC, et de plus , comme Tangle en B ^st égal à la moi- 
tié d'un droit, on aura CE=AE. Donc si l'on mène par C «t 
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par A des parallèles aux côtés A£ et CE ^ on achèvera le 

quarré demandé. 

Sur les polygoTies réguUers. 

Si du centre défigure et^^ÊXoWs les sommets iun polygone 
régulier d'un nombre pair ^jlf^fmàs , on abaisse des perperuU^ 
culaires sur une droite quelconque , la perpendiculaire meném 
du centre ^ prise autant de fois quily a de sommets ^ estégjal» 
à la somme des perpendiculaires abaissées de ces sommets* 

Tout point pris dans Tintérieur d'un polygone , et qui est 
tel f que toutes les droites menées par ce point et terminées à 
son contour , s'y trouvent divisées en deux partiel égalés , 
s'appelle ceT^e de figure. * 

Soient un hexagone régulier ABCDEF et O son centre de 
figçre : si de O et des sonimets on mène* des perpendicu- 
laires sur une droite XX ^ on aura 

GO = Aa + Bi + Cc+Dd + Ee + Ff 

Fig.262. Çn effet , si par M milieu de BA et par O , on mène la 
transversale MON , elle ira passer par le milieu N de DE , et 
si des points M et N on abaisse les perpendiculaires Mm ^ 
N» sur Taxe XX , on aura 

aOo = M>» + N/i ; 
de même 

aMm=Bb + Aa, alSn=z'Dd + Ee , 

donc 

4O0 — Bb + Aa + Bd+Ee, 

La droite CF passera par O , donc 

2O0 =3 Ce + Ff, r 
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et consiéquemment 

6O0 = Aa + Bi + Ce + Dd4.Ee+ Ff. 

Cette propriété a fait nommer le point O , centre des 
moyennes distances des sommets du polygone. Ce centre existe 
toujours dans les polygones réguliers d'un nombre pair de 
côtés , puisque ces polygones admettent un centre de figure. 

Tout polygone régulier d'un nombre impair de côtés ^ na 
pas de centre défigure. 

Soit un polygone régulier ABCDE d'un nombre impair de Fig-aû3. 
côtés / par exemple , de cinq côtés : le centre O du cercle cir-* 
conscrit ne peut être son centre de figure , parce qu'en menant 
la droite D0/> , on n'a pas Op = OD. Soit , s'il est possible , 
O' le centre cherché ^ on aurait donc CO' =0V , DO' = O'^ ; 
conséquemment les deux triangles "DO'r , CO'q seraient égaux » 
d'où l'on déduirait C</=Dr; or Dr>DE, parce que l'angle 
D£A est plus grand qu'un droit ; donc on aurait C^ ^ DE , 
conclusion . absurde , puisque le polygone étant régulier , tous 
ses côtés sont égaux. Cette proposition trouve son application 
dans la détermination des centres de gravité des contours et 
des aires des polygones réguliers. 

Soit un polygone régulier d'un nombre de côtés , impaire- 
ment pair , c'est-à-dire tel , que sa moitié soit un nombre 
impair : prenons , par exemple , le polygone régulier de dix 
côtés, et désignons ces côtés par tf^ b , c, d^ ^fft g»^ »^>h\ 
si l'on joint les milieux des côtés a et c , c et e , e et g;^ g* et i, 
i et a , on aura un polygone régulier d'un nombre impair de 
côtés. Mais , d'après le théorème précédent ^ si des milieux 
des côtés a, c, e,gfi, qui sont les sommets du polygone in- 
térieur ou de cinq côtés, on abaisse des perpendiculaires sur 
une droite menée d'une manière quelconque en dehors des 
polygones , le double de la somme de ces perpendiculaires , 
qui vaut la somme de toutes les perpendiculaires abaissées 
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ded sommets du polygone de dix côtés , sera égal à dix 
la perpendiculaire abaissée du centre de figure de ce dernier 
polygone sur la droite , et conséquemment la somme des per- 
pendiculaires abaissées des sommets du pentagone régulier sur 
cette droite , sera égale à cinq fois la perpendiculaire abaissée 
sur là même droite du centre de figure ou du centre des 
moyennes distancés du décagone régulier inscrit an mémb 
cercle. Il est bien facile de yoir que cette propriété -a lieu 
en passant d'un polygone d*un nombre de côtés , impairenaent 
pair , à un polygone dont le nombre des côtéa est moitié de 
celui-là. Ainsi les polygones réguliers d*un nombre impair de 
côtés , admettent aussi un centre des moyennes distantes. 
(Voyez la première partie du nouvel ouvrage de "iii. Lhûilier , 
ayant pour titre : Élémens d^ Analyse géométrique et âHArtiiyse 
tdgébrique , appliquées à la recherche des lieux géométtiques. 

• •■ • t , • - 

j ■ 

. Sur les Contacts. 



Mener un cercle tangent à un cercle donné et à une droite 
donnée en un point donné, 

lig.264. Soient C le centre du cercle donné et N le point donné 
sur la droite AB ; au point N on élèvera la perpendiculaire 
OK. , sur laquelle on prendra NK= CM rayon du cercle 
donné; on joindra CK, et par N on lui mènera la paral- 
lèle NM qui rencontrera le cercle donné au point M de con- 
tact. En eflFet , ayant lûené la droite CM prolongée jusqu'à 
la rencontre de KN en O ; à cause de NK = MC , par 
construction ,. on aura ON=::;:OM. Donc le cercle décrit de 
O comme centre , avec ON comme rayon , touchera d'abord 
la droite AB au point N , et le cercle donné en M, puisque la 
distance OC des centres e<r égale à OK qui est la somme des 
rayons. 



NOTES. 345 

Mener une tangente commune à deux cercles donnés: ^* 

Sur la distance GF det deux centres comme rayou l dé- s^g.^Gs, 
crivous la demi -circonférence FPG^ et' du point F comme 
centre, uii arc de cercle d'un rajron FQ ^gal'à la difFerénce ' 
des rajons des cercles donnés : par le point P' de rencontre 
de la demi - ciroonfireneè et dé Tare de cercle, menonrle 
rayon FO qui détermine sur la circonférence du plus grand 
des deux cercles donnés, le point Qipar lequel doit être menée 
leur tangente commune. . u, . \A..» 

, En eflfet, l'angle FPG est droit ; deab k '«droite Ôt^ est 
p«rallèLe à PG » «telle en est disUnte d'une quantité OP=3N6 ^ 
rayon du petit cercle, i-dooc- 1^ droite ON estt tangente eik If^ 
au petit cqrcle. . .. . r. , 






' '» Sur ià Pyràèiîêc triaû^ldîrà. 

• . . ■ , {■. •• ■ » • ' .■ .•...; .y ■■ # ■ '}..-■• . . , 

Trouver parmi les pyrœnides triangidiaires.dfui'jont même:' 
volume et même angle solide' trièdre au sommet, celle dont 
la base est' un minimun^l* ?: - _. 

Je désigne par s la base de la pyramide t;étraèdre^.i..pfa;. 
s\ s" y s" ses faces , par p , q les arêtes ascendantes de la 
face /, comprenant eptre elles Faa^» â^^par rjE^ r celles de la 
face 5"^ comprenant entre elles Tangle h , par q , r celles deda.> 
face s", comprenamt l'anglq ç, et par. A, B, C les. angles 
dièdres dé' ceb'fKdes' entre elles, angles resp'ectiVement oppo- 
sés aux faces /, s", s". On sait (Rec. d^aPhéor.. ctPyc^, 
Théor. LXXIV) qu'on a 

S»=/-45'*+^*^ai'/co8C-^2^^ cmB- flïV^âsA. 

Dans le ca^ particulier de l'égalité des angles dièdres 
A , B , C , l'équation précédente se ^bàn^ri ^dans celle-ci* ■ 

• +(/**' + *V+^V)(i-acosA), 
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expression qui devient un minimum pour. / = / = 5*'. 

La solution complète de cette question ne peut êtr^ fournie 
que par le calcul différentiel. ( Voyez le n?^de la Correspond . 
dance sur l'Ecole impériale Polytechnique. ) 

Sur le Problême LXXXV et sur le Théo^ 

rëme LIV'. 

Fig.a66. Dans un parallélépipède quelconque'^ si des extrémités A^ 
A\.jf des trok arêtes cohtiguës à un même angle solide 
trièdre S , on mène sur la diagonale Ss des perpendiculidrèà , 
jfy ^ A^\ -^V» ^ sowmie Sp + Sff +: Sp"" = Sa. 



< • ' 



ji ' • ■ . t 



En effet , les arêtes AS , A""^ étant égales et parallèles ^ leurs 
projections Sp^spF sur 1« droite Ss ^ déterminées par les per- 
pendiculaires Ap, A*p* sont égales : par la même raison, si l'on 

mène les perpendiculaires A'^/^^^, A^p" sur Ss, on fk ' 

■ ■• ' ■ ' ' ■ ■ 

et cdnséqaemment 

S/, + S/ i= ip* + /<y = ip" : 
donc 

Si = sp' + S/»' = Sp + Sp' + Sp' . . . . . (i). 

. ■ ♦ > ■ ■ • 

' Corollaire J". Mais 

Il . i^- 

. Sp =? SA . C08 .AS5 , ^p' =s SA' >c cos XSf, 

' Sp" — S AT cos A"Ss , 

donc régalité (i) devient 
Sf =: SA cos ASs +SA' coBrA'Ss -f SA" cos A"Ss..*^. . (a). 
Ainsi la diagonale dun parallélépipède quelconque peut être 
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^primée au moyen des trois arêtes de ce parallélépipède ^ çon-. 
figues à Vune é0B extrémités de cette diagonale et des angles 
que ces arêtes font avec la mêmm diagonale. 

Corollaire IL Les triangles AS^ , MSs ^ APSs donnent 



_ sa' + Ss — As _ Sk + S^ — SA*" 
^* • * — iSÏTsT ~ 2SA7& 

SA'* +Ss— IJT SA^*+ Ss''— SAy'\f'z\ 



„ _ SA^^'+ S^''^a V_ SA^' + s/— S A>^ 
''''^ ^ ^^^ flSA".S^ - flSA".S^ 

Si l'on reporte ces valeurs des cosinus dans la. relati<m (a) » 
on trouve de suite 



— 1 



S« = (SA* + SA" + SA" ) — (SA + SA' + SA* ); 

Ainsi dans tout parallélépipède ^ fe quarré d'une diagonale est 
égal à Vexcès de la somme des quarrés des trois diagonales 
des faces qui partent de l'une de ^es extrémités , sur la somme 
des quarrés des arêtes qui aboutissent à la même extrémité. 

Corollaire III . On a aussi 



SA* é: SA' + SA'' — 2SA'. SA" cos A'SA^ 
11^*= 11"*+ SA?*— aSA . SA'' cos AS A" 
SÂ7 = SA* + sF — aSA . .SA' cos AS A' 
donc ^ 



< ÇA-' + SA'^ + SA- ) — ( SA*+ SA'*+ SA"*) = Sl' 

= SaV SÂ7V SA^*— 2SA,SA',cos ASA' 

— aSW.SA^.cos ASA" 

— aSA'.SA".cos A'SA", 



-. V.. 



S48 NOTES. 

Donc , dans tout parallélépipède , le quatre Jtune diagoûah est ^ 
égala t excès de la somme des t/uarrès des trois arêtes qui 
partant tFune de ses extrémités , sur le double de la somme 
de leurs produits , deux à deux, par les cosinus de leurs in-* 
cUnaisons entre elles. 



liH^DEi HOTES. 
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jRe^iproçues ^Tkeor. et Trohl, Pli. 
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